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1. Ejercicios Voluntarios

Teorema 1.1 (Aproximacion de Weierstrass). Sea f : [0,1] — R una funcion
continua. Entonces, existe una sucesion de polinomios {P,} de manera que {P,}
converge uniformemente a f en [0,1].

Demostracion. Definimos la sucesion de polinomios de Bernstein como:

Bu(f)(x) = Zf (5) ;) a-ar* oses

Tenemos claramente que k,n —k € N, por lo que B, (f)(z) es un polinomio. Veamos
ahora que {B,(f)} converge uniformemente a f en [0,1]. Para ello, usaremos el
siguiente lema relacionado con el binomio de Newton:

Lema 1.2. Para z € R, n € N, se tiene que:

1. ; (Z)xk(l — )R =1,
2. kZiO (:1:' - %)2 (Z)xk(l — )k = “IT_@

Demostracion. Demostramos cada uno de los apartados por separado:

1. Usamos la formula del binomio de Newton:

p+o"=> (Z)p’“q”‘k p,g€R (1.1)

k=0

En concreto, para p =xy ¢ =1 — x, se tiene que:

1=+ (1—2)" = i (Z) (1 — z)* (1.2)

k=0

2. Derivando la férmula del binomio de Newton (Ecuacién 1.1) respecto de p, se
tiene que:

n(p+q)" = i (Z) kN = plp+q)" T = i (Z) S i (1.3)

k=0 k=0

3
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Derivando ahora la Ecuacion 1.3 respecto de p, se tiene que:

k) n

k=0

n— n— - n k2 -1 _n—
(p+a)" " +pn—1)(p+q) 2=Z()—-p’“ g
Multiplicando todo por p y diviendo por n, se tiene que:

pra + LoDt =3 (1) S ket

n

Por tanto, tenemos que:

n n k
=2° 2 (Z) (1 —2)" % — 22 Z (Z) : E;ck(l —x)"h 4

(;)xQ—Qx-x(x+1—x)”_1+£-(:E+1—x)”_1+$—(n—1)(x+1—x)”_2:
n n

Sy S S S A ek . k)
n

n n n

:m2—2:p2—|—£+
non

donde en (x) se han usado las Ecuaciones 1.2, 1.3 y 1.4.
[

Fijado n € N, = € [0,1], la acotacién entonces la obtenemos de la siguiente
manera;

|1 Bn(f) (@) = f(2)] =

kz:; ! (%) (Z) (1= 2)" = f(2) -1

e kzn;f (S) <Z)xk(1 — 2"k — f(a) ki; (Z) (1= 2| =
= ; / (%) (Z) 2*(1— )" — ; f(z) (Z) (1 —z)" k| =

) ) (o

n
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donde en la tdltima desigualdad se usé la desigualdad triangular y se quito el valor
absoluto ya que x,1 —x > 0. Ahora, usamos el Teorema de Heine para afirmar que,
como f es continua en [0, 1] (cerrado y acotado), es uniformemente continua en [0, 1].
Por lo tanto,

Ve>0 30>0 talquesi |r—y|<d entonces |f(z)— f(y)|<e

Fijado ¢ > 0, consideramos el § dado por la continuidad uniforme para /2.
Consideramos el siguiente conjunto:
k
T — —‘ <0 }
n

Veamos qué ocurre en los puntos de F' y en los que no estan en F':

F:{kE{O,...,n}:

» Sik € F, entonces |x — ¥/n| < §, por lo que |f(z) — f (¥/n)| < ¢/2.

» Sik ¢ F, el razonamiento es algo més complejo. Por el Teorema de Weierstrass,
sabemos que f es acotada en [0, 1], es decir, existe M > 0 tal que |f(z)| < M
para todo x € [0, 1]. Ademads, como k ¢ F, se tiene que:

2 AY
> = (x—ﬁ) >52:>u>1

n 02

k
x__
n

Uniendo ambos resultados, se tiene que:
k k (z—5)°
-1 (2)| <ts@n+|r (£)| <onr <z (5—
Por tanto, en funcion de si k& € F' o no, tenemos que:
k ny k n—k _
7() - s () oy =
F(E) = r@)] () -t
n k

n

Bu(f)(@) — f@)] <Y

k=0

=2

keF

fn”k_n—kﬂn _Eznk_n—k(*_)
<2k:0(k>x(1 DS kzo(‘” n) p) o el =

e 2M z(1—2x) G0 e 2M 1 ¢
€ . gy e vz e0,1,neN
5 T 5 n 5T 3 o z€(0,1],n€

=

donde en () se us6 el Lema 1.2 y en (k%) se us6 que la funcién g : [0,1] — R da-
da por g(x) = () = z(1 —2) = x — 2? es una pardbola con imagen ¢([0,1]) = [0, /4].
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Por tanto, b M _e
or tanto uscamos que —.
! e 9052 = 2

M - € 1 - £62 - M

2nd? 2 n M €2

M
Seam = F (?) + 1 el primer natural que cumple la condicién. Entonces, para
€

n = m, se tiene que:
[Bu(f)(x) = flx)] <& Vael0,1]
queda asi demostrado que {B,(f)} converge uniformemente a f en [0, 1]. O

Definicién 1.1. Un monstruo de Weierstrass es una funcién continua en todos sus
puntos que no es derivable en ningtin punto.

Ejercicio. Encontrar un monstruo de Weierstrass y demostrar que lo es.
Un ejemplo es el siguiente:

Z % cos ((n!)*z)

n=0



2. Practicas

2.1. Sucesiones de funciones
Ejercicio 2.1.1. Para cada n € N, sea f,, : Rj — R la funcién definida como:

_ log(1 + nx)

Ve € RT
14+ nx v 0

fn(2)

Fijado un p € R*, estudiar la convergencia uniforme de la sucesién {f,} en el inter-
valo [0, p] y en la semirrecta [p, +00].

Estudiamos en primer lugar la convergencia puntual. Para z = 0, tenemos que:

_ log(1)
1

fn(0) =0

Por tanto, es la sucesién constante 0, por lo que {f,} converge puntualmente a la
funcién nula en 0. Para € R™, tenemos que:

Xz
log(1 ' Hopita 1
lfim f,(z) = lim log(1 + na) 1 uepita R e A P _
n—00 n—oo 14+ nx n—00 €T n—oo 1 + nx

En resumen, tenemos que {f,} converge puntualmente a la funcién nula en Ry .

Para estudiar la convergencia uniforme, estudiamos la monotonia de la funcién
fn para cada n € N. Para ello, como f,, € C*(R{), estudiamos su derivada:

= (1 +nw) —log(l +nz)-n n—log(l+nz) -n

! _ 14nz _
fule) = (1 + na)? T (T4 na)

Por tanto, tenemos que los candidatos a extremos relativos de f,, son:

e—1
n

fi(z)=0 < log(l+nz)=1 <= l+nr=e¢ < z =

n

Evalucando la primera derivada en cada intervalo, tenemos que:
s Six € [0, %1}, entonces f!(x) > 0, por lo que f, es creciente para todo n € N.

» Siz e [e;—l, +00 [, entonces f/ (z) < 0, por lo que f,, es decreciente para todo
n € N.
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Estudiamos ahora la convergencia uniforme. Fijado p € R™, definimos la sucesién
{z,} de la siguiente forma:

—1
s Sin < = p < e—), entonces x,, = p € [0, p] (podria haber tomado
n

cualquier valor z,, € [0, p|, ya que no afecta al limite).

) e—1 e—1 e—1
= Sin> p = , entonces x,, = € [0, pl.
p n n

De esta forma, tenemos que {z,} es una sucesién de puntos de [0, p|]. Veamos lo
siguiente:

—1 log (1 Ll 1 1
p(2) -kl w0 1,y

n 1—|—n-% e e

1
Por tanto, como se tiene que {f,(x,) — f(x,)} = {fu(zn)} — —, tenemos que
e

{f»} no converge uniformemente en [0, p|.

log 2
5 -

Observacion. También sirve tomar x,, = %, y tendriamos que f, (%) =

Para el caso de la semirrecta [p, +oo[, tomamos m € N tal que p > e;ml De
esta forma, para n € N, n > m, tenemos también que p > % Por tanto, tenemos
que [p, +oo[ C [e;nl, —1—00[, por lo que f,, es decreciente en [p, +o00[. Por tanto, para
n = m, tenemos que:

’fn(x)’ = fn(x) < fn(p) Va € [p> +OO[

Ademéds, por la convergencia puntual, tenemos que {f,(p)} — 0, por lo que se
deduce que {f,} converge uniformemente en [p, +o0].

Ejercicio 2.1.2. Probar que la sucesién {g,} converge uniformemente en R, donde
gn : R — R esta definida como:

gn(z) = V1+a2  VYoreR, VneN

Estudiemos en primer lugar la convergencia puntual. Distinguimos en funciéon
del valor de x:

= Si |z| < 1, entonces para todo n € N, tenemos que:
1<14+27<1+1=2=1<g,(z) < V2

Como {3/2} — 1, por el Lema del Sandwich tenemos que {g,(z)} — 1.

= Si |z| =1, entonces para todo n € N, tenemos que:

gn(x) = V1+a2 = J1+1=12

Por tanto, {g,(z)} — 1.

10
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= Si |z| > 1, entonces para todo n € N, tenemos que:

/1
gn<l’>: \/n1+$2n:£€2n ﬁ—Fl

Como {ﬁ} — 0, tenemos que {g,(z)} — a?.

Por tanto, tenemos que {g,} converge puntualmente a la funcién:

1 sifz| <1

g(r) = max{1,2°} = { )

z® si|z] > 1

Para la convergencia uniforme, en primer lugar tenemos en cuenta que:
V142 > Van =22 Y1 =1= V1+ 22" > max{1,2°} = g(z) VeeR, neN

Por tanto, buscamos acotar |g,(z) —g(x)| = gn(x) —g(z). Para ello, fijado n € N,

usaremos la funcion
op: RT — Rt

to— t =3/t
Tenemos que es derivable en todo su dominio, y su derivada es:

1 1 1
"t)=— tn = ——u— vVt e RT
(0 n n-
Por el Teorema del valor medio, tenemos que para todo t1,t, € R, con ¢; < to,
existe un ¢ €]ty, to] tal que:

p(t2) — o(tr) = ¢'(c) - (t2 — 1)
Diferenciamos ahora si |z| < 1 o |z]| > 1:

» Si|z| < 1, aplicamos el Teorema del valor medio a la funcién ¢, en el intervalo
[1,1 + 2%"], obteniendo que existe un ¢ €]1, 1 + 22" tal que:

2n
n n n x
gn(@)=g(w) = V1422 =1 = u(1+2"") =pn(1) = g,,(0)-(14a™"—1) = —=7
Como |z| < 1, tenemos que [2?"] < 1;y como ¢ > 1y "T’l > 1, tenemos que
¢ " > 1, por lo que:

x?n

1
gn(@) = g(2)| = ——=5 <~ Vee|-11] neN

= Si|z| > 1, aplicamos el Teorema del valor medio a la funcién ¢,, en el intervalo
[#?" 1 + 2?"], obteniendo que existe un d €]z?", 1 + 2?"[ tal que:

1

gn(@)=g(w) = V1 + 2= = pu(1+2™") = (™) = &, (d)-(142™" =) = — =7

Como |z| > 1, tenemos que |z?"| > 1, por tanto, d > 1. Como también se tiene
que =1 > 1, tenemos que d"~/" > 1, por lo que:
1 1
9n(2) = g(2)] = ——=p <~ Ve eR\[-11], neN

11
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Por tanto, uniendo ambos resultados se tiene que:
1
lgn(z) —g(x)| <= Ve eR, neN
n

Por tanto, como {%} — 0, tenemos que {g,} converge uniformemente en R.

Ejercicio 2.1.3. Sea {h,} la sucesién de funciones de R? en R definida como:

Ty
ho(z,y) = —"——
77»( y) n2 _|_ .I’Q + y2
Probar que la sucesién {h, } converge uniformemente en cada subconjunto acotado
de R?, pero no converge uniformemente en R2.

V(z,y) € R?, Vn €N

Estudiemos en primer lugar la convergencia puntual. Fijado (z,y) € R?, tenemos
de forma directa que:

T}LIIOIO ho(,y) = nhj{.lo B =0

Por tanto, {h,} converge puntualmente a la funcién nula en R2.

Estudiemos ahora la convergencia uniforme. Fijado un subconjunto acotado
A C 2, como este estd acotado, estd acotado para la norma del maximo. Por
tanto, existe un M € R* tal que max{|z|, |y|} < M. De esta forma, para todo
(xz,y) € A, tenemos que:

M2
< — Vn €N

n2

Y

(@, 9)] = | 5———
()| = |

Por tanto, como {]‘f—;} — 0, tenemos que {h,, } converge uniformemente a 0 en A.

Estudiemos ahora la convergencia uniforme en R?. Tomemos z, = y, = n para
todo n € N. De esta forma, obtenemos una sucesién de puntos de R? de forma que:

n? 1

hn(xnayn) = nZ + 2n2 = 5 Vn e N

Como {h(zn,yn)} — 5 # 0, tenemos que {h,} no converge uniformemente en R?,

Ejercicio 2.1.4. Se considera la sucesién de funciones {f,} de R en R definida
como:

fn(x):g Vz €R, Yn €N

Probar que la sucesién { f,,} converge uniformemente en un conjunto no vacio C' C R
si y solo si C' esta acotado.

Estudiemos en primer lugar la convergencia puntual. Fijado x € R, tenemos que:
x
lim f,(z) = lim — =0
n—o00 n—oo N

Por tanto, {f,} converge puntualmente a la funcién nula en R.

Estudiemos ahora la convergencia uniforme. Fijado un conjunto no vacio C' C R,
distinguimos en funcién de si C' esta acotado o no:

12
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= Si C estd acotado (usamos norma del méaximo), entonces existe un M € R
tal que |z| < M para todo x € C. De esta forma, para todo = € C, tenemos
que:

M
h@=]5| <= vnen
n n

Por tanto, como {%} — 0, tenemos que { f,,} converge uniformemente a 0 en C.

= Si C no estd acotado, entonces para todo n € N, existe un z,, € C tal que
|z,| > n. Eligiendo esta sucesién de puntos, tenemos que:

Ty

fulz) = |22 >1  WvneN

Por tanto, tenemos que {f,(x,)} no puede converger a 0, por lo que se tiene
que {f,} no converge uniformemente en C.

Ejercicio 2.1.5. Sea {g,} la sucesién de funciones de R} en R definida como:

2nz?

:m VI'GR(T,VTLEN
n-x

gn(T)
Dado 6 € RT, probar que la sucesién {g,} converge uniformemente en [0, +o0],
pero no converge uniformemente en [0, d].

Estudiemos en primer lugar la convergencia puntual. Para © = 0, tenemos que
9.(0) = 0 para todo n € N, por lo que {g,} converge puntualmente a la funcién
nula en R{. Para z > 0, tenemos que:

2nz?

Mm gn(w) = lim =57 =0

Por tanto, {g,} converge puntualmente a la funcién nula en R .

Estudiemos ahora la convergencia uniforme. Fijado 6 € R™, definimos la sucesién
{z,} de la siguiente forma:

. 1 1
» Sin< 52 <5 < %>, entonces x, = d € [0, J].

1 1
n Sin>§ (52 ),entoncesxn——e[o,é].

Vi v

De esta forma, tenemos que {z,} es una sucesiéon de puntos de [0, ]. Veamos lo

siguiente:
2
2n (L)
1 n 2
v 1+n? (\/Lﬁ) *

Por tanto, como se tiene que {g,(x,) — g(z,)} = {gn(xn)} — 1, tenemos que
{gn} no converge uniformemente en [0, J].

13
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Para el caso de la semirrecta [0, +oco[, estudiamos en primer lugar la monotonia
de la funcién g, para cada n € N. Para ello, como g, € C®(R{), estudiamos su
derivada:

_Anz(l+nzt) —8nis®  —4n’a® +dna

/ _ — A RT
9n(2) (14 n2x*)? (14 n2z4)? 7 ERo

Por tanto, tenemos que los candidatos a extremos relativos de g, son:

1
(1) =0 <= —4n’2°+4nz =0 <= dan(-n’2*+1) =0 <= =062 =+—

vn

Evaluando la primera derivada en cada intervalo, tenemos que:

» Siz e [0, Ln} , entonces ¢/ () > 0, por lo que g, es creciente para todo n € N.

s Siz e [\/iﬁ, +00 [, entonces g, (z) < 0, por lo que g, es decreciente para todo
n € N.

Estudiamos ahora la convergencia uniforme. Fijado § € RT, tomamos m € N tal

que 6 > \/%»n De esta forma, para n € N, n > m, tenemos también que § > \/Lﬁ Por

tanto, tenemos que [§, 00| C [\/Lﬁ, +00 [, por lo que g, es decreciente en [, +00].
De esta forma, para n > m, tenemos que:

|gn(2)] = gn(2) < gn(8)  Va € [6,400]

Ademas, por la convergencia puntual, tenemos que {g,(d)} — 0, por lo que se
deduce que {g,} converge uniformemente en [, +o0][.

Ejercicio 2.1.6. Para cada n € N, sea h,, : [0,7/2] — R la funcién definida como:
hn(x) =ncos"xsenz  Va € [0,7/2]
Fijado un p € ]0,7/2], probar que la sucesién {h,} converge uniformemente en

[p, /2], pero no converge uniformemente en [0, p].

Estudiamos en primer lugar la convergencia puntual. Cabe destacar que, debido
al dominio de la funcién, tanto el seno como el coseno son positivos. Considerando
fijo € ]0,7/2[, tenemos que:

, n , N L'Hépital ,, 1
lim = lim ——5 = lim i —7= =0
n—oo COS™ "1 n—00 ( ) n—oo In ( ) . ( )
Cos T cos T COoST

donde he usado que |cosz| < 1 para todo x € |0,7/2]. Por tanto, tenemos que:

n

0< neos"zsenz < ncos"x =
cos™"x

Por el Lema del Séndwich, tenemos que {h,} converge puntualmente a la funcién
nula en |0, 7/2[.

Suméndole que, en x = 0,7/2 se tiene que h,(z) = 0, se tiene que {h,} converge
puntualmente a la funcién nula en [0, 7/2].

Estudiamos ahora la convergencia uniforme. Fijado p € ]0,7/2[, definimos la
sucesion {z,} de la siguiente forma:

14
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» Sin <1y (p<1n), entonces x, = p € [0, p|.
= Sin>1p (p>1n), entonces z,, = 1/n € [0, p].

De esta forma, tenemos que {z,} es una sucesién de puntos de [0, p|]. Veamos lo
siguiente:

1 1 1 1 sen (1) («
lim A, (—) = lim ncos" (—) sen (—) = lim cos" (—) lim 1(”) &) e’ 1=1
n—oo n n— oo n n n—oo n n—oo ;

Pasar estudiar el primer limite en (%), hemos tomado en primer lugar el logaritmo
neperiano, por lo que luego hemos de usar la exponencial:

1 S rra s _
lim nlog (COS <l)) — lm M LiHopital 0 &
n 4

1 1
T o= 1lim —tan | — | =0
n—+00 n—00 = n—00 COS( ) n—00 n
n

Por tanto, como se tiene que {h,(x,) — h(x,)} = {h,(x,)} — 1, tenemos que
{h,,} no converge uniformemente en [0, p].

Para el caso de [p, /2], buscamos una acotacion.

Opcidén 1: Estudiar su monotonia.

Estudiamos en primer lugar la monotonia de la funcién h,, para cada n € N.
Para ello, como h,, € C* (]0,7/2[), estudiamos su derivada:

h/ T)=n|—n COSni1 T S€H2 T + cos™ ! T)=mn COSn71 r\—n sen2 T + COS2 i
n
Por tanto, tenemos que los candidatos a extremos relativos de h,, son:
) n

1 1
hl () =0 <= cos’z =nsen’r <= tan’r = — <= z = arctan <—>
n vn
Evaluando la primera derivada en cada intervalo, tenemos que:
m Siz € [O,arctan (\%)}, entonces h, (z) > 0, por lo que h,, es creciente
para todo n € N.

s Siz e [arctan (\%) ,W/z], entonces h! (x) < 0, por lo que h,, es decre-
ciente para todo n € N.

Estudiamos ahora la convergencia uniforme. Fijado p € ]0,7/2[, tomamos m €

N tal que p > arctan (ﬁ), lo cual es posible ya que {arctan (\/iﬁ)} — 0. De
esta forma, para n € N, n > m, tenemos también que p > arctan <\/iﬁ . Por

tanto, tenemos que [p,7/2] C [arctan <\/%7> ,7T/2]7 por lo que h,, es decreciente

en [p,™/2]. Por tanto, para n > m, tenemos que:
()| = ho(x) < halp) Y € [p, /2]

Ademas, por la convergencia puntual, tenemos que {h,(p)} — 0, por lo que
se deduce que {h,} converge uniformemente a 0 en [p, 7/2].

15
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Opcion 2: Acotacion directa.

Tenemos que:
0 < |hp(2)] < ncos™x < ncos™p

donde he empleado que, como el coseno en [0, 7/2] es decreciente, cos x < cos p
para x > p; y por ser la potencia de indice n en Ry creciente, se tiene que
cos™ x < cos” p.

n
Veamos que {ncos” p} = { T } — 0. Tenemos que:

cos™ p

n+1)—n 1 cognT!
( - ) T — —l—COS,D — {—p} — O
cosnt1 p - cos™ p m 1 — COS p

Aplicndo el criterio de Stolz, tenemos lo pedido.

Por tanto, tenemos que {h,} converge uniformemente a 0 en [p, /2.

Ejercicio 2.1.7. Sea {¢,} la sucesién de funciones de R en R definida como:

x?

= — VereR, Vn €N
1+ n|z|

©n()
Probar que la sucesién {¢,} converge uniformemente en cada subconjunto aco-
tado de R, pero no converge uniformemente en R.

Estudiemos en primer lugar la convergencia puntual. Fijado x € R, tenemos que:

1,2

0

A pn(w) = m 3——rT =

Por tanto, {p,} converge puntualmente a la funcién nula en R.

Estudiemos ahora la convergencia uniforme. Fijado un conjunto no vacio C' C R
acotado (en particular, acotado para la norma del méximo), existe un M € R tal
que |z| < M para todo x € C. De esta forma, para todo = € C'\ {0}, tenemos que:

.’172

14 n|z|

2
M
SR i Vn e N

< S il R gl

el = |

Ademéds, en el caso de que se tenga que 0 € C, se tiene que |¢,(0)] = 0 < %
para todo n € N. En cualquier caso, como se tiene que {%} — 0, tenemos que
{¢n} converge uniformemente a 0 en C.

Estudiemos ahora la convergencia uniforme en R. Tomamos z,, = n para todo
n € N. De esta forma, obtenemos una sucesién de puntos de R de forma que:

2
=1

) = T

Como {pn(n)} — 1 # 0, tenemos que {¢, } no converge uniformemente en R.
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Ejercicio 2.1.8 (Parcial DGIIM 23-24). Se considera la sucesién de funciones {¢,, }
de Ry en R definida como:

:L,TL

- 1+ xm

on(x) Ve RS, YneN

Dados 7, p € R, con 0 < r < 1 < p, estudiar la convergencia uniforme de {¢,}
en los intervalos [0,7], [r,p] v [p, +00[.

Estudiemos en primer lugar la convergencia puntual. Fijado x € Ry, tenemos

que:
" B 1

:1+xn_$in+1

©n()
Por tanto, distinguimos en funcién de los valores de x:

» Siz| <1t

1 1
e = T 141

T

Tenemos que ¢, converge puntualmente a la funcién nula en [0, 1].

» Siz| > 1

, ) 1 1
o) = T = T =

n

Tenemos que ¢, converge puntualmente a la funcién constante 1 en |1, 4+o00].

» Siz=1: ) )
lim ¢, (1) = lim ==

Tenemos que ¢,, converge puntualmente a la funcién constante /2 en {1}.

Por tanto, de forma directa deducimos que {¢, } no converge uniformemente en [r, p|,
ya que a pesar de ser continua para todo n € N (es racional), su funcién limite no
lo es, por lo que no se preserva la continuidad.

Estudiemos ahora la convergencia uniforme en [0, 7]. Tenemos que:

r Vo e [0,7], Vn e N

aa)l = |

donde he empleado que 0 < x < r < 1, y por tanto " < r" para todo n € N.
Entonces, como {r"} — 0, tenemos que {¢,} converge uniformemente a 0 en [0, r].
Estudiemos por iltimo la convergencia uniforme en [p, +oc[. Tenemos que:

111
S l4an T oan T pn

n -1
SR ‘:‘ Vz € [p,+oo[, Vn € N

1+ an 1+ 2

oala) =1 = |

donde he empleado que x > p > 1, y por tanto ™ > p" para todo n € N. Ademas,
como {pin} — 0, tenemos que {¢,} converge uniformemente a 1 en [p, +0o0.
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Ejercicio 2.1.9. Estudiar la convergencia puntual y uniforme de la sucesion de
funciones {f,} de [0,1] en R definida como:

folz)=2—2" Vrel0,1], YneN
Estudiemos en primer lugar la convergencia puntual. Fijado = € [0, 1], tenemos:

lim f,(x)=limz—2" =2z
n—oo n—oo

Fijado z = 1, tenemos que:

Im fy(1)=lm1-1"=1-1=0

n—oo n—oo
Por tanto, {f,} converge puntualmente a la funcién:

f) = {x stz el0,1]

0 siz=1
Para estudiar la convergencia uniforme, estudiamos la continuidad de f en [0, 1]:

lim f(x) = lin%x: 1#0=f(1)

r—1

Por tanto, f no es continua en 1. No obstante, f,, si es continua en 1 para todon € N
(es un polinomio). Por tanto, se tiene que { f,} no converge uniformemente en [0, 1].

Ejercicio 2.1.10. Se considera la sucesién de funciones {f,} de R en R definida

CO1mo:
T

fn(®) Ve € RY, VneN

Fijado un p € RT, estudiar la convergencia uniforme de {f,} en Ry y en [0, p].

::c—i—n

Estudiemos en primer lugar la convergencia puntual. Fijado x € RT, tenemos
que:

X
i " =1 =0
Jim fu(2) = lim ———

Ademas, tenemos que f,(0) = 0 para todo n € N. Por tanto, {f,} converge pun-
tualmente a la funcién nula en R .

Estudiemos ahora la convergencia uniforme en R{. Consideramos la sucesién
r, = n para todo n € N. De esta forma, obtenemos una sucesién de puntos de R{

de forma que:

n 1
n(n) = == Vn e N
Jan) n+n 2 "
Como {f,(n)} — /2 # 0, tenemos que {f,} no converge uniformemente en R .

Estudiemos por iltimo la convergencia uniforme en [0, p]. Tenemos que:

X

| fu(z) = 0] = Ve € [0,p], Vn € N

<

P
xT+n n

donde he empleado que 0 < = < p. Entonces, como {g} — 0, tenemos que
{fn} converge uniformemente a 0 en [0, p].

18
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Ejercicio 2.1.11. Se considera la sucesién de funciones {f,} de R} en R definida

como: ( )
sen(ne
fn(l‘) = m YV € R(—)’—’ VneN

Fijado p € R*, estudiar la convergencia uniforme de {f,} en [p, oo y en [0, p].

Estudiemos en primer lugar la convergencia puntual. Fijado x € Ry, tenemos
que:

i fo(z) = lim S0 g

Por tanto, {f,} converge puntualmente a la funcién nula en Ry .

Para estudiar la convergencia uniforme en RJ, consideramos la sucesién dada
por:

» Sin <1y (p<1n), entonces x, = p € [0, p|.
» Sin > 1Y (p=1n), entonces x, = /n € [0, pl.

Por tanto, tenemos que {z,} es una sucesién de puntos de R;. Veamos lo siguiente:

1 Sen(n-n) sen 1
fn(_>— 1+n% -3 Vn e N

|—=

Por tanto, como se tiene que { f,(2,) — f(25)} = {fu(zn)} — =2+ # 0, tenemos
que {f,} no converge uniformemente en R .

Estudiemos por tltimo la convergencia uniforme en [p, +0o[. Tenemos que:

sen(nz)
1+nz

1 1
<

n _0: N <X
| fu(z) =0 e STonp

Vo € [p,+oof, Vn € N

1
1+np

donde he empleado que = > p. Entonces, como sabemos que { } — 0, tenemos

que {f,} converge uniformemente a 0 en [p, 400].
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2.2. Series de funciones

Ejercicio 2.2.1. Probar que la serie ) f, converge absoluta y uniformemente en
n>1
R, siendo:
x

Jalw) = n (14 nz?)

VeeR, VneN

Buscaremos aplicar el Test de Weierstrass. Para ello, hemos de acotar f,,(x) para
todo x € R y para todo n € N. En primer lugar, estudiaremos su monotonia. Para
cada n € N, la funcién f,, es derivable en R con:

/() n(l+nz?) —zn-2zn  n(l+n2?) —22*n* (1 +nz?) —22%n 1 — na?

Tr) = —= = —=

" n? (1 + na?)? n? (1 + na?)? n (1 + na?)’ n (1 + na?)’
Tenemos por tanto que hay dos candidatos a extremos relativos, x = i\/iﬁ.

Estudiaremos la monotonia en cada uno de los intervalos:

1
» Size | —00, —%}: fi(z) <0, por lo que f, es decreciente.

1 1
s Size |- —1: fi(z) = 0, por lo que f, es creciente.

| V'V

1
s Six € _ﬁ’ +00 [: fi(x) <0, por lo que f, es decreciente.
Para acotar, tenemos en cuenta que:
1 1 1 1
H=)=57= v I—F)=5—+
NLD 2ny/n Vn 2n+/n

Sabiendo eso, acotamos en cada uno de los intervalos, teniendo en cuenta la
monotonia:

1
] Sixe}—oo,——}:
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En cualquier caso, uniendo los tres resultados, tenemos que:

1 1

’fn<x>|<mzm VreR, VneN

Por el criterio limite de comparacién, la serie ) | es convergente por serlo la

n>1 2n3/2
1

serie ) 7 (3/2 > 1). Por el Test de Weierstrass, la serie > f,, converge absoluta
n>1 "M n>1
y uniformemente en R.

Ejercicio 2.2.2. Para cada n € N, sea g, : [1, +00[— R la funcién definida por:
1
gn(r) = — Vo € [1,+o0]

Probar las siguientes afirmaciones:
1. Para p € R, p > 1, la serie ) g, converge uniformemente en [p, +00[.
n>1

Fijado n € N, sabemos que g,, es derivable en [p, +oo[ con:

In(n)

() = — Y € [p, +o0]

nQI

Por tanto, como la primera derivada de g, no se anula, tenemos que es estric-
tamente mondtona. Ademas, como n > 1, tenemos que ¢/, (x) < 0 para todo
x € [p, +oo[, por lo que g, es decreciente en [p, +oc[. Por tanto,

90(0)| = 92(r) S gulp) = - Vo € [p, +oo]

Como la serie Y /ne es convergente (p > 1), por el Test de Weierstrass, la
n=1

serie Y g, converge uniformemente en [p, +00].
n=1

2. La sucesién {g,} converge uniformemente a la funcién nula en [1, 4+o00].

De nuevo, usando que g, es decreciente en [1,+o00o[, tenemos que:

1
[92(2) = ga(2) < ga(1) =~ Va € [1, 400
Como {1/n} — 0, tenemos que {g,} converge uniformemente a la funcién nula
en [1,+ool.

3. La serie > g, no converge uniformemente en |1, +oc.
n=>1

Por reduccién al absurdo, supongamos que si. Entonces, la serie > g, con-
n=1
verge uniformemente en |1, +oc[, y por el Criterio de Cauchy tenemos que

esto equivale a que la sucesién de sumas parciales {5,,} sea uniformemente de
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Cauchy en |1, +ool, es decir, que fijado ¢ € R, existe m € N tal que, para
m < p < g, se tiene que:

q q
1 3
|Sq(2) = Sp()| = Z gn(z)| = Z o < 3 Vo e |1,400]
n=p+1 n=p+1

Por tanto, tomando limite cuando z — 1, tenemos que:

g 1_1, g 1 _«
2 =lm > L<g<e

n=p+1 n=p+1

Por tanto, la serie > 1/n es una sucesién de Cauchy, y por tanto es convergente,
n=>1
lo cual es absurdo, ya que sabemos que la serie armdnica no converge. Por

tanto, la serie Y g, no converge uniformemente en |1, +o0l.
n=1

Ejercicio 2.2.3. Estudiar la convergencia puntual, absoluta y uniforme de la serie
de potencias

— " xr €
e (n+1)»

Estudiamos en primer lugar su campo de convergencia. La sucesién de coeficien-

tes es {c,} = {ﬁ

(lsly {2 - s, ooy (ey™)
G NS (R

Por el criterio de la raiz para sucesiones, tenemos que el radio de convergencia de la
serie es:

. Tenemos que:

l:lirnsup mzliR:e

R n—+oo e
Por tanto, el intervalo de convergencia es J =] —e, e[. Por tanto, tenemos que la serie
converge absolutamente en J y uniformemente en cada conjunto compacto K C J.
También sabemos que la serie no converge en ningtin punto de R\ J = R\ [—e, ¢].
Falta ahora por estudiar la convergencia puntual en x = +e y la convergencia
uniforme en J.

= Convergencia puntual en z = +e:

Equivale a ver si la serie ) ¢,z" es convergente, con x = e fijo. Tenemos

n=0
1 n+l]|
()
n+1

que:

+1

Cng1 2" _ Cpy1

(% s Cn
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donde hemos usado los cédlculos ya realizados. Ademas, sabemos que el segundo
término converge a /e y es estrictamente decreciente. Por tanto, tenemos que:

( 1 )nJrl]
1+
n+1

Por tanto, tenemos que la sucesién {|c,x"|} es estrictamente creciente, por lo

que {¢,2"} no puede converger a 0. Por tanto, la serie ) ¢,z no conver-
n=0
ge en x = *e por no converger a 0 su término general, luego su campo de

convergencia es J.

|Cn+1x
|lcna™|

n+1‘

= Convergencia uniforme en J:

Supongamos que la serie Z Cniﬂn converge uniformemente en J. EHtOHCGS, por
n=0

el Criterio de Cauchy, la sucesion de sumas parciales {S,} es uniformemente
de Cauchy en J, es decir, que fijado ¢ € RT, existe m € N tal que, para
m < p < g, se tiene que:

q
€
|Sy(x) = Sp(@)| = | D car”| < 5 VrelJ
n=p+1
Tomando limite cuando x — e, tenemos que:
I €
. ne €
ilgé Z " < 5 <e

n=p+1

No obstante, esto es un absurdo, ya que al tomar limite con x tendiendo a

e, la serie Y c¢,z" diverge por divergir su término general. Por tanto, la serie
n>0

> ¢px™ no converge uniformemente en J.

n=>0

Ejercicio 2.2.4. Para cadan € N, sea f,, : | — 1,1[— R la funcién definida por:

$n

:l—x”

fn(2) Ve el —1,1]

Probar que la serie ) f,, converge absolutamente en | — 1,1[ y uniformemente en
n=1

cada conjunto compacto K C |—1,1[; pero no converge uniformemente en | —1, 1].

En R, los conjuntos compactos son los cerrados y acotados. Por tanto, se tiene
que K C [—p,p] € ] —=1,1], con p € R. Tenemos que:

n 2

T
1—2zm

"] I i P

T S1—an T A= Jafr 1= pm

|fn(x)|—’ Ve e K, Vn € N

V2

1—pn
criterio limite de comparacion con la serie de término general b, = p”™, que sabemos

Para ver si la serie de término general a, = es convergente, usamos el
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que es convergente por ser |p| = p < 1.

n 1
{Z_n} - {1 —pn} - 1= Za” es convergente

n=1

Por tanto, por el Test de Weierstrass, la serie ) f,, converge absoluta y unifor-
n=1
memente en K.

Estudiamos ahora la convergencia absoluta en | — 1, 1].

Opcién 1. Forma rutinaria.

Fijando = €] — 1,1[, para ver si la serie > |f.(z)| es convergente, usamos el
n=1
criterio limite de comparacién con la serie de término general a,, = |z|", que

sabemos que es convergente por ser |z| < 1.

{Ifn(xﬂ} _ {;} 1= |fu(@)| es convergente

ER = [al" -
Por tanto, la serie > f, converge absolutamente en | — 1, 1].
n>1
Opcién 2. Usando unién de compactos.
Como converge absolutamente en cada compacto K C | —1,1], tenemos que

converge absolutamente en [—1 4 1/n, 1 — 1/n] para todo n € N. Por tanto, y
por ser la convergencia absoluta una propiedad local, tenemos que converge
absolutamente en la unién de todos estos conjuntos, es decir, es:

UL+ Yn 1 =1 =] = 1,1

neN

Por tanto, la serie > f, converge absolutamente en | — 1, 1].
n>1

Tan solo falta por ver que no converge uniformemente en | — 1, 1[. Por reduccién
al absurdo, supongamos que si. Entonces, por el Criterio de Cauchy tenemos que la
sucesién de sumas parciales {S,,} es uniformemente de Cauchy en | — 1, 1], es decir,
que fijado € € R, existe m € N tal que, para m < p < ¢, se tiene que:

n

@) = @ = | D ful@)| = | D 7=—=|<35 Vaee -1

2
n=p+1 n=p+1
Tomando limite cuando x — 1, tenemos que:
q q
i " <1 " € -
im g im E —<e
o1 1 —an ozl 1—an| 2
n=p+1 n=p+1

No obstante, esto es un absurdo, ya que al tomar limite con = tendiendo a 1, la

xn
serie
n>1],—'$

— 10 converge por no converger a 0 su término su general, vedmoslo.
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Sea x,, = % y tenemos que /2 > 1 <= 2> 1" =1, por lo que =, € ]0,1].

(32) %
{fn(zn) — 0} = W 2{1_1/2}2{1}—)17&0

Por tanto, la serie ) f,, no converge uniformemente en | — 1, 1].
n=1

Ejercicio 2.2.5. Fijado a € R", se define:
1 T
gn(x) = — arctg — Vr eR, Vn e N
ne n

Probar que la serie de funciones » | g, converge absoluta y uniformemente en cada
n=>1
subconjunto acotado de R y que, si a > 1, dicha serie converge absoluta y unifor-

memente en R.

Supongamos en primer lugar que o > 1. Entonces, tenemos que:

<1
\E'

NN

1 T
lgn ()| = | — arctg —
n n

1
donde he aplicado que la arctan esta acotada por 7. Por tanto, como ) — es con-

n>1 n
vergente (a > 1), tenemos que » | n% -5 es convergente; y por el Test de Weierstrass,
n=1
la serie Y g, converge absoluta y uniformemente en R.
n=1

Sin suponer ahora que « > 1, veamos que la serie Y g, converge absoluta y
n>1
uniformemente en cada subconjunto acotado de R. Fijado C' C R acotado, existe

M € R* tal que |z| < M para todo = € C. Notemos que vamos a necesitar acotar

x M
por ———, por lo que buscamos acotar arctan (—) por —. Para ello, veremos que
notl n n

arctanz < x para todo x € RE{.

Opcion 1: Usando la definicion mediante integrales de la arcotangente.

En efecto, si x € R;{ , tenemos que:

X 1 X
arctan r = / dt < / 1ldt =z Vo € RS
o 1+t 0

donde hemos usado que < 1 para todo t € Ry .

1+1¢2
Opcidén 2: Calcular la imagen de una funcién auxiliar.

Definimos la siguiente funcion auxiliar:

f: RY — R
r +—— arctanx —x
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Tenemos que es derivable en R{ con:

1 1—1— 22 x?
1+ 22 14 22 1+ 22 v

f'(x)

Por tanto, f es decreciente en Ry, por lo que se tiene que f(z) < f(0) =
para todo x € Rg. Como f(x) = arctanz — x < 0, tenemos que arctan x <
para todo x € R{.

0
x

En cualquier caso, hemos demostrado que arctan z < x para todo z € R . Supon-
gamos ahora que z € R™. Usando que arctan es impar (arctan(—z) = — arctan x),
tenemos que:

arctanx = — arctan(—z) > —(—z) =z Ve e R™

Como la funcién valor absoluto es creciente en RY v decreciente en R™. tenemos
0 )
que:
larctan z| < |z| Ve e R

Por tanto, para x € C, tenemos que:

1 x 1 |z 1 M M
\gn(w)|:'—arctg— <—-u<—~—: - VeeC, VneN
ne n n® n n® n npot
Por tanto, como »  —— es convergente (aw+1 > 1), por el Test de Weierstrass,
na

n>1
la serie ) g, converge absoluta y uniformemente en C'.
n=>1

Ejercicio 2.2.6. Para cada n € N, sea h,, : R — R la funcién definida por:

1
hn(x) = —sen(nx) log (1 + m) Ve e R
n n
Probar que la serie de funciones » h,, converge absoluta y uniformemente en cada

n=1
subconjunto acotado de R.

Para probar lo pedido, en primer lugar, demostraremos que logz < = — 1 para
todo x € RT. Para ello, hay dos opciones:

Opcidén 1: Usando la definicion mediante integrales del logaritmo.

En efecto, si x > 1, tenemos que:

xl x
loga::/ Edt</ ldt =2 —1 vV €]l,4o00]
1 1

1
donde hemos usado que n < 1 para todo t > 1.
Si z €]0,1], tenemos que:

1 1
logx——/ ;dté—/ ldt=—(1—2z)=2—-1 Vze]01]

donde hemos usado que — > 1 para todo t € |0, 1[.

~ | =
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Opcion 2: Calcular la imagen de una funcién auxiliar.

Definimos la siguiente funcién auxiliar:

f: R — R
r — logx—x+1

Tenemos que es derivable en Rt con:

1
fllr)==—=-1=0<=2=1
x
. ;. /L 4 1" 1
Por tanto, f tiene un unico punto critico en z = 1. Ademas, f"(z) = -— <0

x
para todo x € RT, por lo que f tiene un maximo en 2z = 1. Por tanto, f(1) =0
y f(z) <0 para todo x € R™, por lo que logx —x + 1 < 0 para todo = € R*.

En cualquier caso, tenemos que:
1 1 ||
|hn ()| = |—sen(nx) log 1—|- —-1 1+ == Vr eR, VneN
n n n

donde ademds hemos usado que |sen(nx)| < 1 para todo x € R y n € N. Fijado
C' C R acotado, existe M € RT tal que |z| < M para todo x € C. Tenemos por
tanto que:

|hn(2)| < Ve e C, Yn € N

n2

Por tanto, como ), — es convergente, por el Test de Weierstrass, la serie ) h,,
n>1 "M n>1
converge absoluta y uniformemente en C.

Ejercicio 2.2.7. Estudiar la convergencia puntual, absoluta y uniforme de las si-
guientes series de funciones:

x’l’b

n%:l log(n + 2)°

Estudiamos en primer lugar su campo de convergencia. La sucesion de coefi-
1

cientes es {c,} = {m
n

lens1] | 1 ‘ log(n+2)\  [log(n+2) 1
leo| | log(n +3) 1 ~ | log(n +3)
Por el criterio de la raiz para sucesiones, tenemos que el radio de convergencia
de la serie es:

1.

} . Tenemos que:

l:h’msupm:1:>R:1
R n—-+00

Por tanto, el intervalo de convergencia es J =] — 1,1[. Por tanto, tenemos

que la serie converge absolutamente en J y uniformemente en cada conjunto

compacto K C J. También sabemos que la serie no converge en ningiin punto

de R\ J = R\ [~1,1]. Falta ahora por estudiar la convergencia puntual en

x = £1 y la convergencia uniforme en J.
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= Convergencia puntual en x = 1:

1
Se trata de estudiar la convergencia de la serie ), ————. Como
n>1 log(n + 2)

log(n +2) < n+ 1 para todo n € N (visto en el ejercicio anterior),

tenemos que:
1 1

Z
log(n+2) " n+1

Usando el contrarreciproco del Criterio de Comparacion, como la serie

no converge, tenemos que la serie _
sin+1 8 4 nz;l log(n + 2)

xn

no converge.

Por tanto, la serie _—
' ’ ! n%:l log(n + 2)

= Convergencia puntual en z = —1:

no converge en x = 1.

Se trata de estudiar la convergencia de la serie ) i Por el Crite-
a>1 log(n + 2)

1
rio de Leibnitz, sabemos que la serie converge si la sucesion § ——
log(n + 2)

converge a 0 y es decreciente. Como {log(n + 2)} es estrictamente cre-
1

m converge a 0

ciente y diverge positivamente, tenemos que

. . (—1)
es decreciente. Por tanto, la serie ———~—— converge, or tanto
Y S ogn +2) ONE TP

ZETL

la serie _—
1 7; log(n + 2)

= Convergencia uniforme en J:

converge en r = —1.

n

Suponemos por reduccién al absurdo que la serie _
P p d 7; log(n + 2)

uniformemente en J. Entonces, por el Criterio de Cauchy, tenemos que
la sucesién de sumas parciales {S,} es uniformemente de Cauchy en J,
es decir, que fijado e € RT, existe m € N tal que, para m < p < ¢, se
tiene que:

converge

n

q
T 9

Tomando limite cuando = — 1, tenemos que:

q q
1 x" €
Ty T <tc
Z log(n + 2) ol n;ﬂ log(n+2) = 2 c

n=p+1

Por tanto, la serie ) es una sucesién de Cauchy, y por tanto

=1 log(n + 2)
es convergente, lo cual es absurdo, ya que se ha visto que no converge
n

para x = 1. Por tanto, la serie ) no converge uniformemente

a>1 log(n + 2)
en J.

28



Analisis Matemético 11 2.2. Series de funciones

2. Z (a: — 1)  (Parcial DGIIM 23-24).

n>1
Estudiamos en primer lugar su campo de convergencia. La sucesion de coefi-

cientes es {¢,} = . Tenemos que:

on
leanl ] _ fnt1 27  fn+1] 1
Cn 2ntl 2n 2
|cal

Por el criterio de la raiz para sucesiones, tenemos que el radio de convergencia
de la serie es:

R—hmsup\/|cn —:>R—2

n—+400

Por tanto, el intervalo de convergencia es J =] — 1,3[. Por tanto, tenemos
que la serie converge absolutamente en J y uniformemente en cada conjunto
compacto K C J. También sabemos que la serie no converge en ningtin punto
de R\ J = R\ [~1,3]. Falta ahora por estudiar la convergencia puntual en
x=—1y x =3y la convergencia uniforme en J.

» Convergencia puntual en z = —1:

Se trata de estudiar la convergencia de la serie siguiente:

(Y= 2 G = D)
n=>1 n>1 n>1

Por el criterio basico de convergencia, como el término general no converge

n

a 0, la serie > (—1)"n no converge, por lo que la serie ) o —(z—1)" no
n=1 n=1

converge en r = —1.

» Convergencia puntual en z = 3:

Se trata de estudiar la convergencia de la serie siguiente:

DEEED
n>1 n=1

Por el criterio basico de convergencia, como el término general no converge

. . n

a 0, laserie ) n no converge, por lo que la serie ) ; —(z—1)" no converge
n>1 n212

en r = 3.

» Convergencia uniforme en J:

Suponemos por reduccién al absurdo que la serie ) 2—n(93 —1)" converge
n>1

uniformemente en J. Entonces, por el Criterio de Cauchy, tenemos que
la sucesion de sumas parciales {S,,} es uniform mente de Cauchy en J, es
decir, que fijado e € RT, existe m € N tal que, para m < p < ¢, se tiene
que:

Ve e J

thm
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Tomando limite cuando x — 3, tenemos que:

q q
n n g
n _ 14 e
2 ' =lim 3, pilemirsg<e
n=p+1 n=p+1

. n .,
Por tanto, la serie ) —~2" es una sucesién de Cauchy, y por tanto es
n=1
convergente, lo cual es absurdo, ya que se ha visto que no converge para

. n .
x = 3. Por tanto, la serie ) 2—n(9c —1)™ no converge uniformemente en J.
n=1
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2.3. Calculo de Integrales Simples

2.3.1. Repaso tedrico

Repasamos ahora los conceptos tedricos necesarios para realizar el calculo de
integrales simples. Destacamos 4 reglas que nos ayudan a resolver el calculo de
integrales, todas ellas tendran su versién elemental' y su versién general.

Regla de Barrow

Teorema 2.1 (Regla de Barrow versién elemental).
Si f:J— R es una funcion continua y G una primitiva de f, se tiene:

/ f(z) dv = G() — G(a) = [G(x)].  Va,beJ

Teorema 2.2 (Versién general de la Regla de Barrow).
Si fely(J)yG:J— R esuna primitiva de f, entonces G tiene limite, tanto en
a como el B, y se verifica que:

B
/ F(t) dt = 1im G(x) — lim G(x) = [G(a)])?

z—f T

Corolario 2.2.1. Si f € L(J) y G una primitiva de f, entonces se tiene:
b
/ flx) de = G(b) — G(a) = [G(x)°  Va,beJ

Notemos que ninguno de los dos teoremas anteriores nos permite averiguar si f
es integrable o no, ya que suponen que lo es para llegar a la tesis. A continuacion,
vemos un criterio que nos permite comprobar esto, como consecuencia de la version
general de la regla de Barrow.

Teorema 2.3 (Criterio de integrabilidad).
Dada una funcién f : J — R, sea G una primitiva de f. Entonces f € Ly si, y
solo si, G tiene limite en o« y 3, en cuyo caso:

B8
/ £(t) dt = [G(2))?

Notemos que sélo es vélido para funciones con codominio RJ. Sin embargo, si
tenemos una funcién con imagen negativa f de forma que —f (funcién con imagen
positiva) cumpla las hip6tesis del criterio, — f serd integrable, luego f también. De
esta forma, si tenemos una funcién que pasa de ser positiva a negativa (o viceversa)
un nuimero finito de veces, podemos, en cada trozo donde el signo de su imagen es
constante, aplicar el criterio, obteniendo que la funcién es integrable (en caso de que
cada uno de sus “trozos” cumpla con las hipétesis del criterio).

1Las cuales ya se vieron en Célculo II.
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Criterio de comparacién

A continuacién, desarrollaremos el criterio de comparacién con paso al limite,
que nos permite averiguar si una funcién dada es integrable o no, comparandola con
funciones conocidas. Para poder realizar dicho estudio, es necesario desarrollar un
“catalogo” de funciones conocidas.
Ejercicio. Dados s € Ry ¢ € R*, la funcién x — 2° es:

. ﬁlloc (R+).

= integrable en ]0, ¢[ si, y sélo si, s > —1.

= integrable en ]c, +o0] si, y sélo si, s < —1.
Ejercicio. Dados s € R* y ¢ € R, la funcién x +— €% es:

» LI°(R).

= integrable en | — 0o, ¢] si, y solo si, s > 0.

= integrable en |c, +o0] si, y sélo si, s < 0.

Ejercicio. Sea p € R*, la funcién z — eIl € £;(R).

Observacion. Si fy g son dos funciones medibles tales que g € £1(A) para un cierto
A C Ry se tiene que |f| < |g|, entonces f € L1(A).

[ i< [1o <o

Proposicién 2.4 (Criterio de comparacién por paso al limite).
Sea I = [a,B cona € Rya< B < +oovy f,g€ LY con g(x) # 0 para todo
rel

Demostracion.

= Si ll'mM =L € R*, entonces f € L1(I) <= g € L1(])
w5 [g(z)]
(@)
= 57 lim =0, entonces g € L1(I) = f € L:(I

n Si % — +oo (z — ), entonces: g ¢ L1(I) = f ¢ L1(])

En el caso I =]a,b] conb € R y —oo < aw < b, se verifica el resultado andlogo, con
a en lugar de 3.
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Integracion por partes

Este método es muy 1util para calcular integrales de funciones que ya sabemos
que son integrables, pero no nos da una forma de comprobar que lo sean.

Teorema 2.5 (Férmula de integracién por partes versiéon elemental).
Si F,G :J — R son funciones de clase C* en J, se tiene:

/ bF(t)G’(t) dt = [F(2)G(x)]? — / bF’(t)G(t) it abelJ

A continuacion, destacamos el resultado general, que nombramos como “primera
version” .

Teorema 2.6 (Férmula de integraciéon por partes (primera versién general)).
Dadas F,G : J — R, supongamos que, para cada intervalo compacto K C J las
restricciones FK Y G‘K son absolutamente continuas. Entonces, FG' y GF' son

localmente integrables en J con:

/ "R 1) dt = [F)G@)] — / P0G & abel

Como podemos ver, pese a ser satisfactorio tedricamente, no nos aporta utilidad
practica. Por ello, destacamos el siguiente teorema, mas débil pero de gran utilidad
practica.

Teorema 2.7 (Férmula de Integracién por partes (segunda versién general)).
Sean F,G : J — R dos funciones derivables en J = |a, B[, tales que F'G y FG' son
integrables en J. Entonces, FG tiene limite, tanto en a como en (8, y se verifica
que:

B B
/ FOG(1) dt = [F(z)G(x)) — / P0G dt

Cambio de variable

Teorema 2.8 (Cambio de variable versién elemental).
Dados dos intervalos no triviales I,J C R, sea ¢ : I — J una funcién de clase C*
en Iy f:J— R una funcion continua. Entonces:

o(

b) b
) dr = / Fe®) () dt Vabel

wla

Teorema 2.9 (Férmula de cambio de variable).
Dados dos intervalos no triviales I,J C R, sea ¢ : I — J tal que ¢ o €S absoluta-

mente continua, para todo intervalo compacto H C I. Si f : I — R es localmente
integrable en J y verifica que (f o p)¢' es localmente integrable en I, entonces:

@(b) b
[ tw do= [Csemnsw d vaper
¢(a) a
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Sin embargo, al igual que sucedia antes, carece de utilidad practica (no nos dice
si alguna de las dos es integrable o no, y las integrales siguen siendo en conjuntos
compactos). Vemos ahora otro segundo teorema que podemos usar, que ademads
caracteriza la integabilidad de la funcién f con la funcién (f o ¢)¢'.

Teorema 2.10 (Teorema de cambio de variable).

Dado un intervalo abierto no vacio I C R, sea ¢ : I — R una funcién de clase C*
en I, con ¢'(t) # 0 para todo t € I, y sea J = o(I).

Entonces, una funcion f : J — R es integrable en J si, y sdlo si, (f o )¢’

integrable en I, en cuyo caso:
[ 1= [uoone

Este teorema suele usarse de la siguiente forma:
I=la,flcon —oo<a<f<+ooyJ =]y, con —oo<vy<d< 400
{7,0} ={a, B} con p(t) > a (t = a)y o(t) = 5 (t = P)

Entonces: 3 5
[ f(x) dz = / St (t) dt
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2.3.2. Ejercicios

Ejercicio 2.3.1. En cada uno de los siguientes casos, probar que la funcién f es
integrable en el intervalo J y calcular su integral:

1. f(x)=2*lnz  VzeJ=]0,1]

Veamos varias formas de demostrar que f € £4(J).

Opcién 1. Extendiendo la funcién a J.

Veamos el valor de los siguientes limites:

1 : 2
nr r/ Hopztal T , z

chlg%f(x)_hn(l)x lnx—glclg(l)m 5 9161_% 5273 :ili%_?zo

i%f(x) = QICILI(I)I Inz=0
Por tanto, tenemos que [ tiene limite en 0 y 1, por lo que extendemos f a
J de forma continua. Sea f : J — R su extensién continua. Tenemos que f
es continua en un compacto, luego f €Ly ( ) Por tanto, restringuiendo
a J, tenemos que f € L£(J).

Opcidén 2. Criterio de comparacién.
Sea f,g :]0,1] — R dadas por f(z) = f(z) para todo z € J, f(1) =0y
g(x) = x para todo x € |0, 1]. Tenemos que f, g son continuas en |0, 1],
por lo que f,g € £P(]0,1]). Ademas, g(x) # 0 para todo z € ]0,1].
Estamos entonces en las hipétesis del Criterio de Comparacion:

|f| ., —x*lnz L' Hépital ,

1
Im -~ =llm —— =1lim —zlnz hm%zh’mxzo
z—0 g x—0 x x—0 r—0 =

Como g € £(]0,1]), tenemos que f € £,(]0,1]), v por tanto, f € £1(J).

Para calcular la integral buscada, empleamos la integracién por partes. Sean
F.G : J — R las funciones dadas por:

F(z)=Inzx G(x):%
Tenemos que F, G son derivables en J, con:
/ 1 / 2
F'(z) = . G'(z) ==z

Como hemos demostrado, F'G' = f € £,(J). Ademas, F'G = x—; € L4(J) por
ser una funcién continua en J. Por tanto, por el Teorema de Integracién por
Partes, tenemos que:
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donde en (*) hemos empleado la versién elemental de la Regla de Barrow.
Ademas, en la ultima igualdad, hemos usado que:
Inz 1 Hepital 2 z?

lim 22 Inz = lfim — lim —=& =lim—=0
x—0 x—0 ,7}_3 z—0 —3:(;_4 x—0 3

Veamos ahora otra forma de demostrar que f € £4(J).

Opcidén 3. Uso del Criterio de Integrabilidad.
Probaremos ahora que f € £;(J). Probemos que G es una primitiva de

f, donde:
G: J — R
1], x3
r — —|z°lne — —
3 3

Tenemos que G es derivable en J, con:
1
G'(a:):§[3$21nx+x2—x2}:x21n:r:f(a:) Vo e J

Por tanto, tenemos que G es una primitiva de f, y hemos visto que G
tiene limite en 0 y 1. Empleando el Criterio de Integrabilidad de la Regla
de Barrow para — f, tenemos que f € £1(J), como queriamos demostrar.
Observacion. Notemos que G la hemos deducido a partir del método de
integracién por partes, para lo cual hemos usado que f era integrable.
Notemos que el proceso seria aun asi correcto, puesto que en esta se-
gunda opcién demostramos que, efectivamente, G es una primitiva de
f. Se podria haber escrito esta segunda opcioén al principio, y entonces
G podriamos decir que habria sido una intuiciéon o, usando la expresion
empleada en clase, una primitiva que “nos ha caido de la chimenea”.

2. f(z) = e *cos(2x) Ve e J=R".

Sabiendo que la funcién z — e™* es integrable en R™, tenemos que:

/m</ e < too
R+ R+

Por tanto, tenemos que f € L;(R™"). Para calcular su integral, usamos la
féormula de integracién por partes. Sean F,G : RT — R las funciones dadas
por:

F(z) = cos(2x) G(x) =—e"

Tenemos que F, G son derivables en R, con:
F'(z) = —2sen(2z) G'(z)=¢"

Tenemos que FG' = f € £1(R") como hemos visto antes, y F'G = 2e~* sen(2x) €
L1(R*) por el mismo razonamiento que f. Por tanto, por la férmula de inte-
gracién por partes, tenemos que:

+o00 +oo
/ e " cos(2x) do = [—e " cos(2m)];roo - / 2e " sen(2z) dr =
0 0

+oo
= [-e7” cos(2:v)];roo — 2/ e “sen(2z) dx
0
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Usamos ahora la férmula de integracién por partes para la integral que nos
queda. Sean G4y = G y F; : RT — R la funcién dada por Fi(x) = sen(2x).
Tenemos que F;, G son derivables en R™, con:

F{(z) = 2cos(2x) Gi(z) = —e7"
Tenemos entonces que:
+o0 Yoo +oo
/ e " cos(2x) do = [—e " cos(2:v)]0 - 2/ e “sen(2z) dr =
0 0

= [-e® cos(2x)]+°o —2[-e" sen(?x)roo - 4/0 h e " cos(2x) dx =

+oo
= [—e "(cos(2z) — 2 Sen(Zx))}goo - 4/0 e " cos(2z) dx

Despejando el valor de la integral buscada, obtenemos:

—z 400 (*) 1 o 1
[—e " (cos(2z) — 286n(2x))]0 =z 0+1) = s

U] =

+o0
/ e " cos(2x) dx =
0
donde en (x) hemos usado los siguientes limites:

lim —e *(cos(2x)+2sen(2z)) =0 lim —e~*(cos(2x)+2sen(2z)) = —€’ = 1

T—00 z—0

1
Sea f : J — R dada por f(z) = f(z) para todo z € Jy f(2) = 115. Sea
g:J — R dada por g(r) = 27* para todo x € .J. Tenemos que f, g € Ll (7)
por ser continuas. Ademds, g(x) # 0 para todo x € J. Estamos entonces en
las hipotesis del Criterio de Comparacion:

Vo € J =]2,+00].

7 1/,.4 4
limm— i hi - lim v =1
T—00 ‘g‘ T—00 1/3;4 T—00 ,j[,'4 -1

Como g € L, (7), tenemos que ]76 L4 (7), y por tanto, f € Ly(J).

Aplicamos ahora la descomposisién en fracciones simples de f para calcular
su integral. Tenemos que x* — 1 = (22 — 1)(2? + 1) = (z — 1)(z + 1)(2? + 1),
por lo que, siendo A, B,C, D € R, tenemos que:

1 Al+1)@*+1)+Blx—1)(a*+1)+ (Cx+ D)(xz —1)(z+1)
-1 (x —1D)(z+1)(22+1)

A B Cx+ D
:Jc—1+:1:—1—1+ 2 +1

Igualando el denominador, tenemos:
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» 2 = 1: Tenemos 1 = 4A, por lo que A = /4.
» £ = —1: Tenemos 1 = —4B, por lo que B = ~1/a.
» 2 =0: Tenemos 1 =A—B—D,porloque D=A—B—1= -1/,
» £ = —2: Tenemos 1 = =54 — 15B + 3(—2C + D), por lo que:
1 1 1 1 1
-  —(14+5A4+15B-3D)= —~(1+5->—15->4+3.-) =
C 6(+5+SB 3D) 6<+54 54+32) 0

Por tanto, y usando la linealidad de la integral, tenemos que:

oo T A t° B >~ Cx+D
/ I dx:/ dx—l—/ dx—l—/ T dr =

1t 1 1 11 *)
S dz — > — dr— - dz &
4/2 -1 4/2 zr1 ™ 2/2 211

= —[In(x — 1] - i [In(z + 1)]57%° — % [arctan x]3 > =

1
[In(z —1) —In(z + 1)];>° — 3 [arctan x]; > =

—1\1* 1

= |m(Z — — [arctan 2]} =

4 r+1/], 2

1 1 117
—2lo—m(2)] =2 [_ _ 2] _

1 [0 n (3)} 5 |3 arctan

1 1
:—1n3—§—|—§arctan2

4

donde en (x) empleamos la versiéon general de la Regla de Barrow. Ademds,
también se usa que:

—1 —1
lfm In (2 —In( lm Z =In(1)=0
T—-+00 r+1 z—+oo x + 1

donde ahora hemos empleado que la funcién logaritmo es continua.

1
4. = — VeeJ=R
f(x) et +e " v
Sea el cambio de variable z = ¢(t) dado por ¢ : R — R dada por ¢(t) = Int.
Tenemos que ¢ € CY(RT), ¢ es biyectiva y ¢/(t) # 0 para todo t € RT.

Ademas, tenemos que:

lim p(t) = —c0 lim p(t) = +o0

t—0 t——+o0

Por tanto, estamos en las hipotesis del Teorema de Cambio de Variable, por
lo que f € L£1(R) si, y sélo si, (f o )¢’ es integrable en R*. Tenemos que:

1 1 1 1 1
t . /t — - = T =
(fop)(t)-¢(t) et fe=Int ¢ 41 ¢ 241

Por tanto, tenemos que (f o @)y’ es integrable en R*, por lo que f € £;(R).
Ademas, tenemos que:

+0c0 1 +o00 1
/ ———— dr = / dt = [arctant]]> = T
o EFF e o 241 2

o0
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1
D. == - Ve e J=]0,1|.
f0) = Yoed =Dl
Sea el cambio de variable = = ¢(t) dado por ¢ :]0,1[— R dada por ¢(t) = >
para todo ¢ €]0, 1[. Tenemos que ¢ € C(]0,1[), ¢ es biyectiva y ¢/(t) # 0 para
todo t €]0,1[. Ademds, tenemos que:
lim p(t) = 0 lim p(t) =1
Por tanto, estamos en las hipétesis del Teorema de Cambio de Variable, por
lo que f € £4(]0,1[) si, y sélo si, (fop)y es integrable en |0, 1[. Tenemos que:

1 2t 2

(for)t) ¢ (V) = s 2= i ~ BT

Tenemos que la extensién continua de f a J es integrable por ser continua en
un compacto, por lo que f € £1(J). Ademas, tenemos que:

L | b2 L
——dz= | — dt=2- dt
/0x2+\/5 ‘ /0t3+1 /0t3+1

Para calcular la integral, descomponemos en fracciones simples. Para ello, en
primer lugar hallamos las raices del denominador:

1 0 0 1
—1 1 -1
1 -1 1 0

-1

Por tanto, 2 + 1 = (¢t + 1)(t* — t + 1). Ademds, no tiene mas raices reales,
puesto que el discriminante del segundo factor es A =12 —4-1-1= -3 < 0.
Entonces, queda:

1 A Bt+C A —t+1)+ (Bt+C)(t+1)

= = A B,CeR
B3+1 t+1+t2—t+1 t+1D)(2—t+1)

[gualando el numerador, tenemos:

s t = —1: Tenemos 1 = 34, por lo que A =1/
» t =0: Tenemos 1 = A+ C, porlo que C =1— A =2/3.
» t=1: Tenemos 1 = A+ 2(B+C) = A+ 2B+ 2C, por lo que:

B_l—A—20_1—1/3—2-2/3__1
B 2 B 2 3

Por tanto, y usando la linealidad de la integral, tenemos que:

1 1 1 1
1 1 2 1 2 —t+2
/—dx:2-/—dt:—- —dt+—-/—+dt
0 2+ x o B3+1 3 Jo t+1 3 Jo t2—t+1
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Resolvemos ahora la nueva integral que tenemos, cuyo denominador tiene
raices complejas.

1 1 1 1
—t 42 1 2t —4 1t o2t—1 1 -3
JEEEL I Y o E R R
o B—t+1 2 )y i1 2 )y B—t+1"  2)y B—t+1
L e t+1H1+3/1 L
= —— n — —_ _—

Buscamos ahora encontrar un binomio al cuadrado en el denominador para
resolver esta tltima integral. Para ello, completamos cuadrados:

s () 1 )T G 2]

Por tanto, tenemos que:

| 14 1
[ ==/ 5 "=
0 -1+ 0 1+< (t_

_A s _
3 2 /01+(\/l§(t )>2dt

1

2

2V/3 . 2 . 1
= —— - |arctan | — - =
3 V3 2

Resolviendo ahora los resultados que hemos obtenido, tenemos que:

| 2 L2 1 13 2v3
— dr=2-[n(t+1 22 —t+1 S22 q) =
/0x2+\/5 v=g W+l +3 | —5 ol —t+ 1 +5- ==
2 2 3 23
—Zlpo+ 2.2 2V —
ghetgg T
2 21/3
:§ln2—|—%—-ﬁ
1

Vo e J=]1,+o0].

6 1@ = G AT

Sea el cambio de variable = ¢(t) dado por ¢ : |7/a,7/2[ — R dada por
©(t) = tg(t) para todo t € |7/4,7/2[. Tenemos que:

lim p(t) = 400 lim p(t) =1

us s
t—Z t—=

Ademds, ¢ € C* (|7/a,7/2[), ¢ (I7/4,7/2]) = J y ¢'(t) # 0 para todo t € |7/4,7/2].
Por tanto, estamos en las hipétesis del Teorema de Cambio de Variable, por lo
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que f € Ly (]1,+00]) si, y sélo si, (f o)y’ es integrable en |7/4, 7/2[. Tenemos
que:

) i 1 . 1 _ cos(x)
(fop)(t)-#'(t) tg2(z) - /1 1 tg2(z) cos?(x) sen?(z) - 1 : sen?(x)

cos?(z

La funcién obtenida tiene limite en 7/4 y 7/2, por lo que admite una extension
continua a [7/4,7/2], por lo que es integrable en (]7/4,7/2[). Por tanto, (f o @)y’
es integrable en |7/4, 7/2[ por lo que f € Ly (J).

Por el Teorema de Cambio de Variable, y posteriormente por la Regla de
Barrow, tenemos que:

“+oo 1 /2 1 /2
/ v :/ Cos2(.r) dp — [_ ] _
L x2V/1+ 22 < sen?(x) senz | .,

1 1

~ " sen (7/2) + sen (7/4) =vz-l

7. f(z) = ! ver:}o,g[.

14 cosx+senzx

La funcién f tiene limite en los extremos de J, por lo que admite una extensién
continua a J compacto, por lo que f € Ly(J).

Sea ahora el cambio de variable x = ¢(t) dado por ¢ :]0,1[— R dada por
¢(t) = 2arctant para todo t € ]0,1[, y tenemos que ¢ € C*(]0,1]) y f
es continua, por lo que estamos en las hipotesis de la versién elemental del
Teorema de Cambio de Variable.

Antes, veamos c6mo expresar senx y cosx en funcion de t. Como x = p(t),
tenemos que:

g = arctant = tg <g> =t Vte€|o,1]

Usamos ahora la formula de la tangente del angulo mitad:

2-tg (%) (x) 2t

RO

X

tox =t (2-—)
gr=1tg(2 3

donde en (x) hemos usado de nuevo el cambio de variable. Por tanto, em-
pleando el razonamiento sobre un triangulo rectangulo, tenemos que el cateto
opuesto mide 2t y el cateto contiguo mide 1 — 2, por lo que la hipotenusa
mide:

V21 -2 =V 1 22+ th=VtA 122 4 1 =1 + 12

Por tanto, tenemos que:

2t 1 —¢2
1+t2 COS$=1+LL2

senxr =
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Retomando el uso del Teorema de Cambio de Variable, tenemos que:

2 1 ! 1 2
dz = -2 | 2t p dt=
o l+cosx+senx o 1+ + e 1+1¢

1412

1 2 1
= dt = dt =
/0 I +2+1—_2+21 o 2t 12

1
1 1

= —— dt=[In(t+ 1], =1n?2

/0t+1 [n(‘i”)]o n

1
8. f(x) = ———— Ve e J=1]1,+o0|.
Sea I = ]0,7/2[, y consideramos el cambio de variable x = ¢(t) dado por

1

¢ : I — R dada por ¢(t) = —— para todo ¢t € I. Tenemos que ¢ € C'(I),
o(I)=Jy ¢'(t) # 0 para todo ¢t € I. Ademas, tenemos que:

lim p(t) =1 lim p(t) = +o0

t—0 t—3

Por tanto, estamos en las hipétesis del Teorema de Cambio de Variable, por
lo que f € L£1(J) si, y sélo si, (f o )¢ es integrable en I. Tenemos que:

(Fo)0): #10) = — " e =
cos?(t) \ cos2(t)
_sen(t)cos(t)  sen(t)cos(t) cos?
= o0 w0 (t) Viel

La funcién obtenida es integrable en I por ser acotada y ser I un conjunto
de medida finita (acotado). Por tanto, (f o )¢’ es integrable en I, por lo que
f € L1(J). Usando el Teorema de Cambio de Variable, y posteriormente la
Regla de Barrow, tenemos que:

/2 o 71 2
(%) / + cos(2t) g —
0

+o0 1
————dr = cos?(t) dt =
/1 x3/a? — 1 0 Q 2
1[ sen(?t)}ﬂ/2 1m T
4

2 2 2

2

0

donde en (*) hemos empleado la conocida forma de expresar el cuadrado del
coseno en funcién del coseno del 4ngulo doble?.

Ejercicio 2.3.2. En cada uno de los siguientes casos, estudiar la integrabilidad de
la funcién f en el intervalo J:
xa

1. f(a:):ex_1 Ve e J=R". (a € R)

2Para evitar la extension innecesaria de estos apuntes, no se incluird la facil demostracién de
esta férmula.
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En estos casos, calcular la integral de f en J sera un proceso demasiado comple-
jo, por lo que buscamos aplicar el criterio de comparacién. Para ello, sabemos
que f € L£°¢(J) por ser f continua. Partimos entonces el conjunto J en dos
subconjuntos J; =]0,1] y Jo = [1, +00[, y los estudiamos por separado.

u Jl = ]O, 1]
Buscamos g € LP(J;), con g(x) # 0 para todo z € J, y tal que:

f@)l _ a

lim =lim—— =L eR"
w0 [g(x)] 20 (e* —1)[g()]

Sea entonces g(z) = 2% ! > 0, funcién continua luego g € LP°(J;).

Tenemos que:
“ T IHopital |, 1

h’mm—:h’m m—=1
z—0 (ez — 1)|g(gj)’ z—0 e — ] z—0 e

Por tanto, por el Criterio de Comparacién, tenemos que f € Ly(Jy) si
y sblo si g € L1(J1), y sabemos que esto equivale a que a — 1 > —1, es
decir, a > 0. Por tanto, f € £4(J;) si, y sélo si, a € RT.

w Jy=[1,400[:
Sea ahora g(x) = e */?> > 0, funcién continua luego g € LY°(.J;). ademas,
como ~1/2 < 0, tenemos que g € L4(J2). Tenemos que:

a a a

I v If ’ If ‘ 0
m ——————=llm ——= lim ———~ =
r——+00 (ex — 1)|g(:):)| x——+00 (e“U — 1)@’”/2 T——too 42 — e %/2

Por tanto, por el Criterio de Comparacién, tenemos que g € L1(J3) im-
plica que f € £4(J2), por lo que siempre se tiene.

Por tanto, f € £1(J) si, y s6lo si, a € RT.

2. f(z) =a"e *cosxz VeeJ=R. (n € N)

En este caso, la funcién f es continua en todo R, por lo que f € LP<(J).
Partimos entonces el conjunto J en dos subconjuntos J; = Ry y Jo = RJ, y
los estudiamos por separado.

» J =Ry
Sea g : Ry — R dada por g(x) = ¢* > 0, funcién continua luego g €
L£¢(J;). Tenemos que:

fx)] . |z~ cos | _ oy |z" cosw|
e fg(@)] e Jer]  aves emtr
o L)ool
T—00 re—T

Por tanto, por el Criterio de Comparacién, como g € L4(.J;), tenemos

que f € Ly(Jp).
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u J2 = RS_
Sea g : Rf — R dada por g(z) = e® > 0, funcién continua luego
g € LP¢(Jy). Tenemos que:

.| f(2)] ~ lm |z~ cos x| ~ lim |z™ cos z| _0
T—00 ‘g(;‘(;)| T—00 ‘6_m| z00 T

Por tanto, por el Criterio de Comparacién, como g € L1(J3), tenemos
que f € El((]?)

Por tanto, f € £1(J) en todo caso, independientemente del valor de n € N.

3 fr)= —2—  VeeJ=]0,7[. (peR)

~ 1—cosx
Definiendo f(m) = %p, extendemos f para que sea continua, luego localmente
integrable, en ]0, 7. Por tanto, f € £1°°(]0, 7]). Definimos ahora g :]0, 7] — R
dada por g(z) = z=? > 0, funcién continua luego g € £°°(]0, 7). Tenemos

que:
p 2
A T, 9] P A
z—0 |g<x>| z—0 ‘(1 — Ccos x>| . |;(;P—2‘ =0 1 — cos x
L/ Hopital 2x  1'Hépital . 2 5
n z—0 sen x o z—0 COS I o

Por tanto, por el Criterio de Comparacién, tenemos que f € £1(]0,7]) si, y
sélo si, g € £1(]0,7]), y sabemos que esto equivale a que p — 2 > —1, es decir,
p > 1. Por tanto, f € £,(]0, 7)) si, y sdlo si, p > 1.

2%(1 —z)” In(1 + 2?)

4. f(z) = 5 Vo e J=1]0,1]. (a,b € R)
In“(x)
Sabemos que f es continua en J, por lo que f € £°(J). Partimos entonces el
conjunto J en dos subconjuntos J; = ]0,1/2] y Jo = [I/2,1], y los estudiamos
por separado.
u J1 = ]O, 1/2]2
Para estudiar este caso, haremos uso del siguiente limite:
In(1 %) 1 Hopita 22 /14 42 1
T Gk L P s S =1
z—0 2 z—0 2% z—0 1 + 22

Definimos la funcién g; : ]0,1/2] — R dada por g;(z) = x°"2, funcién
continua luego g; € £°°(.J;). Tenemos que:

. |f(2)] o 2%(1—2)" In(14+22)| ., (1—2)" In(l+2?)

20 |gy(x)] 20 |z +2| - | In?(z)] 250 In?(z) x?
1_ b
= lim ( 5 x) =
x—0 ln (x)
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Por tanto, por el Criterio de Comparacién, tenemos que ¢; € £1(J;) =
f € L1(J1). Sabemos que g € L1(J;) si, y s6lo si, a +2 > —1, es decir,
a > —3. Por tanto, para a > —3, f € L1(J1).

Para a < —3, sea ¢ € Ja,—3[, y definimos h; : ]0,1/2] — R dada por
hi(x) = x¢*2, funcién continua luego hy € L£°°(.J;). Tenemos que:
91— )" In(1 + 22 1-2)"  In(l+a?
o L 0= a0 i)
=0 [h ()] =50 [zet2] - [ In*(z)] #=0 ge=In*(x) x?
(L—=)

w0 ge=aln?(z)

Por tanto, por el Criterio de Comparacion, tenemos que f € £(J;) =
hi € L1(J1). No obstante, como ¢ + 2 < —3 + 2 = —1, sabemos que
hy ¢ L4(Jy), por lo que para a < =3, f ¢ L1(J1).

Por tltimo, veamos para el caso de a = —3. Definimos hy : ]0,1/2] — R
1
dada por hy(z) = ———, funcién continua luego hy € L1°°(J;). Del
x In*(x)

Criterio de Integrabilidad, tenemos que hy € L1(J;), con:

/01/2 ﬁ = [‘mgx)} / T hn <11/z> o= 1n12>

Consideramos ahora el limite siguiente:

3(1— )" In(1 + 22 In(1 + 22
o HOL o 0= W) )
z—0 ’h2(x)| z—0 HHQ(QT)’ - 12( ; z—0 x2

Por tanto, por el Criterio de Comparacién, tenemos que f € L1(J;) si, y
sélo si, hy € L1(J7). Por tanto, para a = =3, f € L1(J7).

w Jy = [Y2, 1]

Definimos la funcién g, : [/2, 1[ — R dada por go(z) = (1 — 2)"?, funcién
continua luego gy € LP¢(Js). Tenemos que:

o(1—2)" In(1 + 22 1—2\°
i Oy [P A= 2) A2}y g 4 42). ( 9”) _
=1 |go(z)|  2-1 (1 —2)"7] - |In*(2)| z—1 In(x)

1— 2\’ oHopita —1\?
= In(2) lim (ln(x:)v) P2zl 1 (2) 1m (—> —In(2) € RY

Por tanto, por el Criterio de Comparacién, tenemos que f € Lq(J2) si,
y s6lo si, g2 € L1(Js), y sabemos que esto equivale a que b — 2 > —1, es
decir, b > 1.

En resumen, tenemos que f € L1(J) si, y sélosi,a > -3y b> 1.
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Ejercicio 2.3.3 (Parcial DGIIM 23-34). Estudiar la integrabilidad en la semirrecta
J =11,+00[ de la funcién f: J — R definida por

Inz

Fijado ¢ € |1, +0o0], estudiamos la integrabilidad por separado:
« [ =]1,c:

Tenemos que f € L°°(I;) por ser continua. Intuimos que hemos de usar el

Criterio de Comparacién, pero no sabemos con qué funcién comparar. Dado

a € R, definimos ¢, : I; — R dada por g,(z) = (x—1)%, funcién continua luego

ga € LP¢(I). Ademds, para que tengamos g, € £1(I;), suponemos a > —1.
|f(x)] ) Inx , Inx

(o]~ 0 =1 - )7

Como a > —1, tenemos que % +a > % —-1= % > (, por lo que:

I I A 1 .
lim |f($)| _ |:O‘| LHgntal 1 /

o |ga(x)] ~ 0 o1 (32 + a)(w — 1) /e

Para que dicho limite sea 0, necesitamos que % +a < 0, es decir, a < —1/2.
Por tanto, nos bastard con escoger a € |—1,~-1/2[, por ejemplo a = —3/4. Sea
hi(x) = (x — 1)"%* con hy € £,(I;), tenemos que:

133
i VO g e

el [hy(2)] a1 3. (1)

Por tanto, por el Criterio de Comparacién, como hy € L4([;), tenemos que

feLi(h).

Observacion. Evidentemente, en un examen este razonamiento se haria en su-

cio y tan solo se entregaria el razonamiento hecho directamente con la funcién

hi. No obstante, por simples objetivos didacticos, se ha querido mostrar el
Y Y

proceso completo para que el lector sepa razonar cémo obtener dicha funcién.

» [, = [c, +o0[: Tenemos que g € LP¢(I5) por ser continua.

De nuevo, intuimos que hemos de usar el Criterio de Comparacién, pero no
sabemos con qué funcién comparar. Tenemos que f € L¢(15) por ser continua,
y dado a € R, definimos g, : I, — R dada por g,(z) = (x — 1)%, funcién
continua luego g, € L£!°°(I,). En este caso, suponemos a < —1 para tener que
gq € ,Cl(] 2).

1 |f(2)] I Inz i Inx
1m = 1m = m -———
T—4-00 |ga(gj)‘ T—-+00 (m — 1)3/2 . (3;' — 1)“ T—4-00 (x — 1)3/2+a

Para que dicho limite no sea infinito, necesitamos una indeterminacion, por
lo que buscamos que el denominador también diverga, por lo que necesitamos
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que 3 +a > 0, es decir, @ > —3/2. Supongamos por tanto a € |32, — 1],y
tenemos que:

(0. 9]

, |f(x)] 007 L/Hépital , e
lim = [ ] = lim -
=00 | ()| z=rtoo (32 + a)(x — 1)V>+e
Al ser un limite con x — oo de funciones racionales, sabemos que este limite
serda 0 si y solo si —1 < % + a, es decir, —3/2 < a, algo que ya tenemos. Por

tanto, tan solo necesitamos imponer que a € |=3/2, — 1[, por ejemplo a = —5/4.
Sea ho(z) = (z — 1)~ con hy € L1(13), tenemos que:
Uz 4 — 1)
m O g, — fr 4 g, DR
T—-4-00 ’hQ(J})| T—4-00 i (1‘ — ]_) 1/a 5 x40 T

Por tanto, por el Criterio de Comparacién, como hy € L1(15), tenemos que
f € Li(ly).
Observacion. De nuevo, se ha querido mostrar el proceso completo para que

el lector sepa razonar como obtener dicha funcién. En un examen, tan solo se
entregaria el razonamiento hecho directamente con la funcién hs.

En definitiva, tenemos que f € £1(J), que es lo que queriamos demostrar.

Ejercicio 2.3.4 (Parcial DGIIM 23-34). Probar que la funcién g : R} definida por

6238 — ¥

) =T

Vz € R{
es integrable en R y calcular su integral.

Sean I = [1,+oo|, J = R{, definimos ¢ : I — J dada por:
p(t)=Int Vtel

Tenemos que ¢ € C1(I) y g continua, por lo que definiendo h = (go )¢, por el
Teorema de cambio de variable tenemos que g € £4(J) <= h € L,(I).

2 —t t—1

= Viel
tB3+1) B+1

h(t) = [(go)¢](t) =

Como 3 — 1 > 1, sabemos que h € L4(I), de donde tenemos que g € L(J).
Calculamos ahora la integral de g usando también el Teorema de cambio de variable:

+Oo d +Ooh d +oo—t_1d
= t) dt = t
/0 g<w>x/1 (t) / —

Para resolver esta integral, descomponemos la fracciéon en fracciones simples.
Tenemos que:
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Por tanto, tenemos que t3 + 1 = (¢t + 1)(t* — t + 1), y sabemos que t* — ¢ + 1
no tiene raices reales ya que A = 1 — 4 < 0. Por tanto, podemos descomponer la
fraccién en fracciones simples de la siguiente forma:

t—1 A_+BH%7_AW—#H%H&+CW+D
B+1 t+1 2—t+1 3 +1

[gualando numeradores, tenemos que:

» Parat=—1: -2=34A= A= -2/

» Parat=0: —-1=A+C = C = -1/a.

» Parat=1:0=A+2B+20 = B = =432 =2/3

Por tanto, usando también la version general de la Regla de Barrow, tenemos

que:
+o00 +oot_1
dr = dt =
2/+Oo dt 1/+°° 2t — 1
= —— —_— = —— dt =
3); t+1'3/) 2—t+1

2 o 1 foo
=~ Mt + D)+ 5 [ 4+ 1)) =
()],

In{—— =
t+1)2 /14

1 1 1

—In{-)==1In4

3 n(4) 3

donde hemos hecho uso de que:

?2—t+1 2 —t+1
i I () — o 1im S ) =0
t—+o00 (t + 1)2 t—-+o00 (t + ]_)2
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2.4. Teorema de Fubini

2.4.1. Repaso teodrico

Repasamos ahora los conceptos tedricos necesarios para realizar el calculo de in-
tegrales usando los teoremas de Tonelli y de Fubini. Destacamos estos dos teoremas,
que nos ayudan a resolver el célculo de integrales en varias variables.

Definicién 2.1 (Seccién de una funcién).
Sea Z # 0, f : RY — Z. Fijado = € RP, definimos:

fo RT'= 2 foly) = f(z,y) VyeR?
Andlogamente, fijado y € RY se define:
fY:RP — 7 fx) = f(x,y) Vo eRP

Definicién 2.2 (Seccién de un conjunto).
Sea E C RV, fijado 2 € R? definimos:

E, ={y eR?|(z,y) € E}
Andlogamente, fijado y € RY definimos:
B = {z e R | (v,y) € E}

Teorema 2.11 (Teorema de Tonelli).
Sea f: RY — [0, 00] una funcion medible positiva, entonces:

» [, es medible p.c.t. © € RP y fY es medible p.c.t. y € RY.

s Las funciones ¢ y ¥, definidas c.p.d. en RP y RY respectivamente, por

px)= [ flx,y)dy pct. x e R Y(y)= [ f(z,y)dz p.ct yecR

Re RP

son medibles y verifican:
[ sy = [ o= [ oy
RN RP R4

Por tanto, siempre que tengamos una funcién positiva, entonces sus integrales
iteradas coinciden.

La siguiente proposicion es consecuencia del Teorema de Tonelli.
Proposicién 2.12. Para todo conjunto medible E C RN se tiene:
» B, e Mg pet.xeRP yEYe M, p.ct yeRI

» Las funciones x — A\(Ey) ey — A\(EY), definidas c.p.d. en RP y R? respec-
tivamente, son medibles con:

)\N(E):/Rp )\q(Ex)dx:/Rq Ap(EY)dy
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Teorema 2.13 (Criterio de integrabilidad).
Para f € L(RY), se tiene que f € L1(RY) si, y sdlo si:

/ ( \f(x,y)|dy) dx < oo o bien / ( \f(a:,y)]dx) dy < oo
RP Ra R4 RP

Demostracion. Como f es medible, sabemos que |f| es una funcién medible positiva,
luego sus integrales iteradas coinciden. Por tanto, si descubrimos que alguna de las
dos (que sabemos que son iguales) es finita, sabremos por tanto que | f| es integrable,
de donde f también lo sera. O

Teorema 2.14 (Teorema de Fubini). Sea f € £,(RY), se tiene:
w fr € Li(RY) pet. x €RP y f¥ € L1(RP) p.c.t. y € R

= Las funciones @ y ¥ definidas c.p.d. en RP y R? respectivamente, por:

o(x) = i fz,y)dy p.c.t. x € RP P(y) = s flz,y)dz p.ct. y € R?

verifican que ¢ € L1(RP) y ¢ € L1(RY), con:

vty = |

RP

p(z)dr = g Y(y)dy

RN

A pesar de suponer que f era integrable, el teorema nos sirve para probar que
ciertas funciones no son integrables, ya que si las integrales iteradas no coinciden o
no son menores que infinito, tendremos que la funcién no es integrable.

Finalmente, cabe destacar que si las integrales iteradas coinciden y son finitas y
no hemos probado que la funcién sea integrable, no podemos asegurar nada.

2.4.2. Ejercicios
Ejercicio 2.4.1. Probar que el siguiente conjunto es medible y calcular su area.

E={(z,y) eR*|0<z<min{e’ 1,e¥}} CR?

Tenemos que E es la interseccion de tres cerrados, luego E es cerrado y, por
tanto, £ € M. Para calcular el area de E, en primer lugar veamos cudl es el
mimino de las tres funciones que definen E. Tenemos que:

e/ <1 = /<’ <= y <0
V<l = y<l—y <= y<
VLl = VL = 1-y<0 = y>1

Entonces, tenemos que:
» Siy<0:e? <1< e luego min{e¥,1,e! ¥} = ev.

n Si0O<y <Yl <e? <elY, luego min{e¥, 1,e! 7} = 1.
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 Sile<y<1:1<el™ <eY, luego min{e¥, 1,e! 7} = 1.
» Sil<yel <1< e luego min{e?, 1,e! ¥} = el V.

Por tanto, definimos f : R — R{ como:

e¥ siy <0
flyy=91 si0<y<1
el sil<y

Mediante la funciéon f podemos reescribir £ como:
E={(r,y) eR*|0<z < fly)} € Ms

Visualmente, el conjunto F es el siguiente:

4,
y —x =¢eY
—ax=cl7Y
2 —ax=1
FE
) 2 Th— 6
_2 1
gl

Como F es la subgréfica de f (funcién continua, luego medible), entonces el area
de E es:

M(E) = / " ) dy

Usando la aditividad de la integral, tenemos que:

0 1 00
Xo(F) = / e’ dy —l—/ 1 dy+/ eV dy
—0o0 0 1

=" o + Wy + [T
=e"—0+1-0-0+4¢"=3
Por tanto, el drea de E es \o(E) = 3.

Ejercicio 2.4.2. En cada uno de los siguientes casos, probar que la funcién f es
integrable en (2 y calcular su integral.

L. Q={(z,y) eR? | 0 <z <2, y* <2z},

T
e = are

o1

V(z,y) € Q
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Veamos graficamente el conjunto 2

4,,

==
AN

—4 1

El conjunto €2 es la interseccion de tres cerrados, luego 2 es cerrado y, por
tanto, 2 € M. Ademas, este se puede expresar como:

Q:{(m,y)eRQ|0<x<2,|m|<\/2x}

Veamos en primer lugar que {2 esta acotado. Sabemos que es medible por ser
interseccién de cerrados, y estd acotado ya que para todo (z,y) € 2 se tiene

que:
lz] < 2 lyl < V2r <vV2-2=2

Por tanto, Ao () < 4? < co. Tenemos ademés que f es continua, luego medible.
Veamos que esta acotada:

T

V142?242

Por tanto, veamos que f es integrable en {2:

!ﬂ%yﬂz' <lz| <2 Y(z,y) e

/ @,y dz,y) < / 2 d(z,y) = 20a(Q) < 0
Q Q

Por tanto, tenemos que f € £4(€2). Calculemos ahora las secciones verticales
y horizontales:

.=0 VzeR\J[0,2
= [-v2e.v21]  veefo?)
0 Yy € R\ [-2,2]

8

<

Q
Q
Q
Q

_y2
y = §a2:| vye [_2’2]
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Por el Teorema de Fubini, tenemos que:

/ﬂm,y) d(x,w:/; (/;ﬁ dy> i

2 [ 12 .
[\ e ) oy
2 \J2Z /1422 +y?

Como vemos, el Teorema de Fubini nos permite calcular la integral de f en
) de dos formas distintas. No obstante, la segunda es mas sencilla, ya que
la integral interna es mas sencilla de calcular. Por tanto, optamos por esta
ultima:

[ s d(x,y):/_z (/ﬁdw) dy
- [ [z

2 y4
:/ <\/1—|—4+y2—\/1+z+y2> dy

2 y2 2
:/ VH+y?— <3+1> dy

-2

dy

y=
2

:/2 (m_y;q) dy

-2

Buscamos ahora resolver la integral de la raiz cuadrada. Tenemos que:

/_Z\/Wdy:\/ﬁ/_;/H(%)Qdy

Hay dos cambios de variable posibles para resolver esta integral.

Opcién 1. Cambio de variable trigonométrico:

Sea el intervalo I = [—arctan (2/v5), arctan (2/v5)], que por comodidad
lo denotaremos como I = [—a,al. Definimos ¢ : I — R como ¢(t) =
V5 tg(t). Entonces, tenemos que ¢ € CY(I), p(I) = [=2,2] v ¢'(t) =

V5sec?(t) # 0 en I. Por tanto, por el Teorema de Cambio de Variable,
tenemos que:

/22\/5+y2 dyz\/g/a 1+<%> V5sec?(t) dt

= 5/_a \/ 1+ tg?(t) sec®(t) dt
= 5/_a sec’(t) dt
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Para resolver esta integral, usamos el método de Integracion por Partes.
Sean F,G : I — R definidas como F'(t) = sec(t) y G(t) = tg(t). Entonces,
tenemos que F,G € C'(I), por lo que:

«

/a sec?(t) dt = [sec(t)tg(t)]", — / tg(t) sec(t) tg(t) dt

—x —x
«

= [sec(t) tg(t)]”,, —/ sec(t) tg?(t) dt

—x
«

= [sec(t) tg(t)]”, — / sec(t)(sec(t) — 1) dt

—Q
e}

= [sec(t) tg(t)]”, —/ sec’(t) dt —|—/ sec(t) dt

—Q —Q

(67

Despejando la integral que queremos calcular, tenemos que:

“y ~ leec o “ coc(t) . sec(t) + tg(t)
) / st (t) dt = fsee(t) (1)), + / seelt) S

o[ sec(t) + seclt) ta(t)
= [sec(t) tg(t)]”,, + /_a sec(t) + ta(0)
= [sec(t) tg(t)]”,, + [In]sec(t) + tg(t)]]",
sec(ar) + tg(a)
sec(—a) + tg(—a)
sec(a) + tg(a)
sec(—a) + tg(—a)
sec(ar) + tg(a)
sec(a) — tg(a)

= tg(a) (sec(ar) — sec(—a)) + In

= 2tg(a) sec(a) + In

= 2tg(a) sec(a) + In

Veamos ahora cuénto vale sec(«). Tenemos que:

4 9
tg?(a) +1=sec’*(a) = - +1== = sec(a) =4/= = —=

3 ) 5 /5

Por tanto, tenemos que:

o 1. |sec(a) + tg(a)
S(t) dt = t oA
/_asec() g(@)sec(a)+2 n sec(a) — tg(a)
2 3 1 |5t
— _.—+§].n 3 2
5 V5 NG
5
6 1. ]y _6 1
=L

Retrocediendo en las integrales, tenemos que:

2 a
/ V5 +y? dy:5/ sec’(t) dt
-2 -«
6 1 )
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Opcidén 2. Cambio de variable con funciones hiperbdlicas:
Sea ahora la funcién ¢ : R — R definida como:

el —et
o(t) = V5senh(t) = V5 ( 5 )
Entonces, tenemos que ¢ € C'(R) y como la funcién a integrar es continua
en R, podemos aplicar la versién elemental del Teorema de Cambio de
Variable. Calculemos los nuevos limites de integracion:

2 4
t) =2 <= VbHsenh(t) =2 <= senh(t) = — <+ ¢l —et = —
o(t) 0 "=z 7
4 4
e o l=—e —= - —et—1=0

V5 V5
s =5 > t=In(v5) = 2O

In(5)
T2

el Teorema de Cambio de Variable, tenemos que:

Como la funcién es impar, sabemos que ¢ <— ) = —2. Por tanto, por

In(5)

2 2
/ Vi+y?dy = \/5/ 1 + senh?(t) cosh(t) dt
-2

. In(5)
2
In(5)

2
= 5/ cosh?(t) dt

In(5)
2
Usando relaciones trigonométricas, tenemos que:

1+ cosh(2t)

{COShZ(t) —senh(t) =1 } — cosh?(t) = 2

cosh?(t) + senh®(t) = cosh(2t)

Por tanto, tenemos que:

1

5 In(3)

1 h(2¢
[ VErpays [ ey,
—9 _

In(5) 2
2

{t—i—M} 2

N Ot Nt DOt N Ot N Ot
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Observacion. El lector posiblemente no esté familiarizado con las funciones
hiperbdlicas, y por ello podria pensar en optar por la primera opcién. No
obstante, la segunda opcién es mas sencilla, ya que el calculo de la integral
de sec(t) es mds complejo. No obstante, optamos por dejar ambas opciones
para que el lector se familiarice con las funciones hiperbdlicas y, de igual forma,
conozca cémo calcular la integral de sec3(t), que es una integral que, sin haberla
leido antes, puede resultar complicada.

En cualquier caso, tenemos que:

) y32 2
— | N N

6+ 5 n(5) [6 1 . [y,

5} 8 8
— 6+ 2In(5) -2 -2 - 22
6+2n(5) -

5 8 2
— 64 2In(5)— - —4="2In() - =
6+2n(5) 3 n(5) 3

Veamos en primer lugar cémo es el conjunto (). Tenemos que:

I2+y2<2x <= x2—2x+1+y2<1 <= (x—1)2+y2<1

Por tanto, tenemos que €2 graficamente es:

El conjunto Q2 es la interseccién de dos cerrados, luego €2 es cerrado y, por
tanto, @ € Ms. Ademds, como |z| < 1y |y| < 1, entonces € estd acotado,
con A(€) < 22 < co. Por otro lado, la funcién f es continua, luego medible.
Veamos que f es integrable en (2:

/Q (@) dz,y) = / 2] d(z,y) < / L d(z,y) = M(Q) < o0
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Por tanto, f € £,(€2). Calculemos ahora las secciones verticales. Tenemos que:

y? <1 —a? ' < 2x —x

2

Veamos qué valor es menor en cada caso:

1—22< 20— 2% < 1< 2r — <z

DN | —

Calculemos ahora las secciones verticales. Como z? < 1y (z—1)? < 1, entonces
tenemos que z € [0, 1]. Por tanto, para = € R\ [0, 1] tenemos que Q, = 0, en
caso contrario:

» Six € [0,1/2], entonces y* < 2z — 22, por lo que:

Q, = [—\/Zx — 22,V 2% — xQ]

» Siz € [z 1], entonces y? < 1 — 22, por lo que:

= [_\/1—1'2,\/1—1‘2]

Por el Teorema de Fubini, tenemos que:

/f:cy (z,9) /(/fxydy)dfc—
1/2 V2zx—x? 1 V1—z2
= / / xdy | dx+ / / xdy | dx
0 —V2z—z2 1/2 —V1—x2
Resolvamos ahora las integrales internas:

2x—x2
[ty = = (VI - (VEr) = 2eE

—V/2zx—22

/\/ﬁxaly:x[y]fl_ligg_2 :x(M—(—M)>:2xm

22
122

Calculemos ahora las integrales externas. Para la primera integral, tenemos
que:

1/2 1/2
/ 2xV2x — 22 dx = / 2xy/1 — (x — 1)? dx

0 0

Sea ahora la funcién ¢ : [0, 7] — R deﬁnlda como ¢

t) = cos(t) + 1. Entonces,
tenemos que ¢ € C'([0,1]), y ademds p(7) =0y ¢ (¥

) 1/2. Por tanto, por
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el Teorema de Cambio de Variable, tenemos que:

27

/01 20/1 — (x — 1)2 dx = / 2 (cos(t) + 1) sen(t) - (—sen(t)) dt

2w 27 27
3

= —2/7r (cos(t) + 1) sen?(t) dt = —z/w i
_ [seng(t) e 2/:3” L—cos(2t) 2 fsen® ()] ¥ — {t B sen(2t)1

cos(t) sen’(t) dt — 2/ ’ sen’(t) dt

2m
3

2

™

Para la segunda integral, definimos ¢ : [0, 7] — R como 9 (t) = cos(t). Enton-
ces, tenemos que ¢ € C'([0,1]), y ademds ¥(0) =1y ¢ (3) = /2. Por tanto,
por el Teorema de Cambio de Variable, tenemos que:

12:c 1—22dx = 02cos sen(t) - (— sen dt = —2 0cos sen’(t) d
| 2 | 2eosttysentt) - (~sene)) de = ~2 [ cos(t) sen’(t)

™
3

_ {ﬂ] — 2 (se(0) - sen (2)) = 2

w

3 3 4

Por tanto, tenemos que:

12 1
/f(at,y) d(x,y) :/ 2xV2x — x? dx —|-/ 201 — 22 dx
Q 0 o
R Y D
4

B oo

“3 2 "1 737
Observacion. Notemos que, en este ejercicio, no habria sido necesario demos-
trar que f € £1(2) demostrando que f y €2 son acotadas. Como se tiene que
f(z,y) = x > 0 para todo (z,y) € €2, entonces podriamos haber trabajado
con la integral definida para £7(R?), y al ver que esta integral es finita, como
|f| = f, entonces f € L£1(€2). No obstante, para acostumbrarnos al otro pro-
ceso, se ha optado por la primera forma. Esta segunda opcion se trabajara en
el siguiente ejercicio.

3. Q={(z,y,2) eR®|0<x<y< 2}

flz,y,2) = e ") V(z,y,2) € Q

El conjunto €2 es un abierto por ser la interseccion de tres abiertos, luego
2 € Mj3. Ademds, como f es continua, entonces es medible. Para ver si f es
integrable en {2 no podemos razonar de la misma forma que en los ejercicios
anteriores, ya que €) no estda acotado. No obstante, tenemos que f(z,y,z) =
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e~@+v+2) > 0 para todo (z,y,2) € Q, por lo que trabajaremos con |f| = f.
Por el Teorema de Tonelli aplicado dos veces consecutivamente, tenemos que:

/If 2.y, 2)| d(z,y,2) = / ~EtE) Gz, y, 2) =

= /0 ( / ( /y eyt dz) dy) dx =

= /0 N ( / N [—emrvi] ™ dy) dx =

A
/000 1

1 <1
—3x dr = |:__e—3a::| —
6

2

1

Por tanto, tenemos que f € £1(Q) y / flz,y,z) d(z,y, z) = 5
Q

Ejercicio 2.4.3. En cada uno de los siguientes casos, estudiar la integrabilidad de
la funcién f en el conjunto €.

cos(zy)

b @) = 05 e

Veamos si f es integrable en (). Para ello, tenemos que:

cos(x
d(
/‘fxyl (z.9) /‘1+y Vsenzx

Como se trata de una funciéon medible positiva, por el Teorema de Tonelli
tenemos que:

V(z,y) € Q =10,7/2[ x RT,

d(z,y) </Q(1+y2; = dz.y)

/ ! d(z,y) /m(/w ! d)d
l‘, == €T =
o (1+y?)y/senx Y 0 o (I+y?)y/senz Y
A | © q
dy | dx =
0 Vsenzx (/0 1492 y) v
2

larctan(y)]y” dx =

1
V/senx
7r/2
B /0 2\/senx / \/senx

Resolver esta tltima integral no es sencillo, aunque no seréd necesario. Sea
I = ]0,7/2]. Definimos g,h : I — R como g(z) = Y\semz y h(z) = ya.
Entonces, como ¢, h son continuas, tenemos que f,g € L£°¢(I), con h(x) # 0
en I. Tenemos que:

=V1=1€eR"

1
g( ) senx ’ € ’ x ’ X

lim == = lim ~5— = lim = lim = 4/lim

=0 h(z) 20 NG z=0 \/senx  2—0 \ senz z—0 sen
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Por tanto, por el Criterio de Comparacién, tenemos que g € L4(I) si y solo
si h € L1(I). Como h € £,(I) por ser h(x) = ™ /* y —1/2 > —1, tenemos que
h € Li(I), luego g € L1(I). Por tanto, tenemos que:

[l < [ g =1 [ e
Q ’ ’ o (1+y?)y/senz 2 Jo +senzw

Por tanto, f € £1(2).

2. f(z,y) = (x—y)e W V(,y) e Q=R xRY,

Demostraremos que f ¢ £1(€2) por contrareciproco. Calcularemos en primer
lugar las primeras integrales de f en 2. Tenemos que:

/ (x = y)e " dy
0

Sea ¢ : R — R definida como ¢(t) = x — t. Tenemos que ¢(z) = 0y

th’m ¢(t) = oo. Tenemos entonces por el Teorema de Cambio de Variable
——00
que:

oo —00 T 1 €z 1
/ (z —y)e 9" dy = —/ te™" dt = / te™" dt = {—Eeﬂ -
0 x —00 —00

En segundo lugar, tenemos:
& 2
/ (z —y)e @V dx
0

Sea 1 : R — R definida como 9(t) = t + y. Tenemos que ¥(—y) = 0y
lim 1 (t) = 0o. Tenemos entonces por el Teorema de Cambio de Variable que:

t—o0
/ (x — y)e—(m—y)2 dl’ — / te_t2 dt _ |:__€—t2:| _ _6_y2
0 —y 2 2

-y

Supongamos que f € £4(2). Entonces, por el Teorema de Fubini, tenemos que
sus integrales iteradas coinciden, por lo que:

/OOO (/Ooo(x — y)e @V’ dy) dv = /OOO (/Ooo(x — y)e ) dx) dy >

1 [ 1 [
— —— e dr = —/ eV dy
2 Jo 2 Jo

Por el Teorema de Fubini, sabemos que ambas integrales obtenidas son finitas,
y ademas no son nulas por ser positivas. Por tanto, hemos llegado a un absurdo,
puesto que ambas integrales son idénticas pero —1/2 # 1/2. Por tanto, el Teorema
de Fubini no es aplicable, de lo que deducimos que f ¢ £,(12).
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COSZ + cosy + cos z

V(z,y,z) € Q=TR3

Veamos si f es integrable en 2. Para ello, vemos si/ |f(z,y,2)| d(z,y, z) < .
Q

Tenemos que:

3 3
|f(z,y,2)| <

<
(I+a?+y2+22)7° = (1T+a22)(1+y*)(1+27)

Usando el Teorema de Tonelli, tenemos que:

3
L ey dens) < | armar s de) -

:/</ </ (1+:1:2)(1fy2)(1+22) dz) dy) "
:3(/Rl+1:c2 dx) (/lezﬁ dy) (/Rl*iz2 dz) )

= 371° < o0

Por tanto, f € £1().

Ejercicio 2.4.4. Probar que el siguiente conjunto es medible y calcular su volumen.

E={(zyz)e®) z+y+:<1} CR

Veamos que £ es medible. Para ello, veamos que E es cerrado. Sea f : R — R
definida como f(z,y,z) =  +y+ z. Entonces, tenemos que F = f~! (]—o0,1]), que
es cerrado, luego F es cerrado. Por tanto, £ € M3. Para calcular el volumen de F,
calculamos sus secciones verticales. Para ello, sea A = {(z,y) € R* | z +y < 1}.
Entonces, se tiene que E(,,) = 0 si (z,y) ¢ A, mientras que:

Eepy={2eR|o+y+2<1}=[0,1-2—y] V(z,y) € A

Por tanto, por el Teorema de Tonelli, tenemos que:

Ma(E) = / M(Eiy) d(z,y) = / M (01— 2 —y)) dlz,y) =
=/A<1—x—y> d(z,y)

Para resolver esta nueva integral doble, calculamos las secciones verticales de A.
Tenemos que A, = 0 si x ¢ [0, 1], mientras que:

A, ={yeR|y<1l—z}=1[0,1-—2] V€ [0,1]

Por tanto, tenemos que:

/\3(E):/01 (/Ol_r(l—x—y) dy) dx:/ol [(1—x)y—yﬂ;x i —
:/01 ((1—;5)2—(1_235)2) dx:/; (1_2x)2 dr =

1 /! 1 2101 1 1
=— [ (1-2 Nde == |z —2>+—=| == (1-14+=]==
2/0( r+2°) do 2{:)3 x+3]0 2( +3) 5

Por tanto, el volumen de FE es /6.
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Ejercicio 2.4.5 (Parcial DGIIM 23-24). Sea Q = {(z,y) € RT x RT | x +y? < 1}

y f:Q — R dada por:
x

(1—y)*(1+y?)
Probar que f € £1(£2) y calcular su integral.

flz,y) =
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2.5. Teorema de Cambio de Variable

2.5.1. Repaso teodrico

Repasamos ahora los conceptos tedricos necesarios para realizar cambios de varia-
ble en varias variables. A diferencia de los cambios de variable en integrales simples,
la oportunidad de aplicar estos cambios son muy puntuales, en situaciones donde
tengamos claras simetrias.

Teoremas

Definicién 2.3 (Difeomorfismo). Dados dos abiertos Q,G C RY, una funcién
¢ :Q — G es un difeomorfismo de clase C' cuando ¢ es biyectiva y, tanto ¢ co-
mo ¢! son de clase C*.

Proposicién 2.15. Si ¢ : Q2 = G es un difeomorfismo, entonces preserva los con-
Juntos medibles.

Teorema 2.16 (Teorema de cambio de variable para funciones medibles positivas).

Sea ¢ : Q — G un difeomorfismo de clase C' entre dos abiertos de RY. Dado
un conjunto medible E C Q y una funcion medible positiva f : ¢(E) — [0,00],
consideramos la funcion g : E — [0, 00| definida por g(t) = f(p(t))|detJo(t)| para
todo t € E. Entonces g es medible y su integral sobre E coincide con la de f sobre

o(FE), es decir:
flada = [ ro()ldetsofoar

P(E)

Teorema 2.17 (Teorema de cambio de variable).

Sea ¢ : Q — G un difeomorfismo de clase C' entre dos abiertos de RYN. Dado un
conjunto medible E C Q y una funcién medible f : ¢(E) — R, se considera la
funcion g : E — R definida por g(t) = f(¢(t))|detJo(t)| para todo t € E. Entonces
f es integrable en ¢(FE) si, y solo si, g es integrable en E, en cuyo caso se tiene:

f@mz/ﬂwmmwww
»(E) E

Normalmente tendremos un conjunto medible A C R" y una funcién medible
f A —= R,y queremos usar el cambio de variable ¢ : 2 — G, por lo que si no
tenemos que A C GG podemos pensar que no podemos aplicarlo. Sin embargo, basta
con que A(A\ G) =0.

Los cambios de variable que veremos a continuacién se basan en que A(RY \ G) = 0,
luego podremos aplicarlos sea cual sea el conjunto A.

Cambios usuales

Normalmente, sélo aplicaremos los siguientes cambios de variable.

63



Analisis Matemético 11 2.5. Teorema de Cambio de Variable

Teorema 2.18 (Cambio de variable a coordenadas polares).
Dado un conjunto medible A C R? y una funcion medible f : A — R, consideramos
el conjunto medible:

E={(p,0) e R x |—m,7[| (pcosh, psenf) € A}

y la funcion g : E —> R dada por g(p,0) = pf(pcosb, psend), para todo (p,0) € E.
Entonces f € L1(A) si, y solo si, g € L1(F), en cuyo caso se tiene:

/f:v y)d(v,y) /Epf(pcow,psen@)d(p,@)

Donde hemos usado el cambio de variable dado por la funcién
¢ : Q=R"x|—m, 7] = R? definida por:

o(p,0) = (pcosb, psenb) V(p,0) € Q

de esta forma, se tiene que:

p=/22+y?

0 =2arctg Y

Vai+yr+ o

y que detJo(p,0) =p >0 Y(p,0) € Q.

Se trata de un cambio de variable 1til cuando el conjunto sobre el que se integra
presenta una simetria central, o que se pueda simplificar el integrando sustituyendo
varios de sus términos por p.

Teorema 2.19 (Cambio de variable a coordenadas cilindricas).
Dado un conjunto medible A C R3 y una funcion medible f : A — R, consideramos
el conjunto medible:

E={(p,0,2) e Rt x ]—m,n[x R | (pcosh, psenf, z) € A}

y la funcion g : E — R dada por g(p,0,z) = pf(pcost,psend,z), para todo
(p,0,z) € E. Entonces f € L1(A) si, y solo si, g € L1(E), en cuyo caso se tie-
ne:

[t i) = [ orpeoss.psend,2)d(p.6.2
A E
Donde hemos usado el cambio de variable dado por la funcién
¢: Q=R x|—m [ x R — R3 definida por:
¢(p,0,2) = (pcost, psent, z)  Y(p,0,2) € Q
de esta forma, se tiene que:

p=1/22+y?

0 =2arctg J

Vi +yi 4o
y que detJo(p,0,2) = p >0 Y(p, 0, z) € Q.
Se trata de un cambio de variable 1util cuando el conjunto sobre el que se integra

presenta una simetria axial, o que se pueda simplificar el integrando sustituyendo
varios de sus términos por p.
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Teorema 2.20 (Cambio de variable a coordenadas esféricas).
Dado un conjunto medible A C R® y una funcion medible f : A — R, consideramos
el conjunto medible:

E={(r,0,p) € R" x |—m x[ x |=7/2,7/2[ | (rcos¢cosf,rcospsend,rsenyp) € A}

y la funcién g : E — R dada por g(r, 0, p) = r* cos o f(r cos pcos b, r cos psen @, 7 sen ),
para todo (r,0,p) € E. Entonces f € L1(A) si, y sélo si, g € L1(F), en cuyo caso
se tiene:

/f(x,y,z)d(a:,y,z):/TQCosgof(rcosgocose,rcoswsen@,rsengp)d(r,&(p)
A E

Donde hemos usado el cambio de variable dado por la funcion
¢: Q=R x|—m x| x]-7/2,7/2[ = R3 definida por:

o(r,0,0) = (rcosgcosf, rcospsend, sen ) Y(r,0,¢) € Q

de esta forma, se tiene que:

r = ’.’E2+y2+22
¥
22+ y?+x
z

Va?+y?+ 22

y que detJ¢(r,0,p) = r?cosp > 0 V(r,0,¢) € Q.

0 =2arctg

@ = arcsen

Se trata de un cambio de variable 1til cuando el conjunto sobre el que se integra
presenta una simetria central, o que se pueda simplificar el integrando sustituyendo
varios de sus términos por 7.

2.5.2. Ejercicios

Ejercicio 2.5.1. En cada uno de los siguientes casos, probar que la funcién f es
integrable en el conjunto A y calcular su integral:

L A={(z,y) eR*|2? +y* > 1, y > 0}

flz,y) = V(z,y) € A (e €R, a>3/2)

(.172 + y2)oc

Aplicaremos el cambio de variable a coordenadas polares. Para ello, en primer
lugar obtenemos el conjunto E siguiente:

E={(p,0) e R" x]—m,7[ | (pcosh, psend) € A}
={(p,0) e R x]—m,x[ |p>1, sen >0}
=|1,400[ x |0, 7|
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Definimos por tanto la funcién ¢ : £ — R? como:

p*(cos f + sen 6)
p2a

g(p,0) = pf(pcosh, psenf) =

Por el Teorema de Cambio de Variable, tenemos que f € L£1(A) si y solo si

Veamos si g € L1(E). Por el Teorema de Tonelli, tenemos que:

/E 19(p. 0)] d(p,0) <2 /E 7 d(p, ) = 2 / ’ ( / ™ dp) 16 —

“+o0 3—2q | T© o
=9 220 gy — o | L v <
7r/1 proap=en {3 —2%], 2a-3° %

donde, en (x), hemos usado que o > 3/2, por lo que 3 — 2a¢ < 0. Por tanto,
g € L1(E), y por el Teorema de Cambio de Variable, tenemos que f € £1(A)

con:
T T »2(cos B + sen O
e[ L ([ im0 -
A E 0 1 P
s +o0o
= / (cos 6 + sen 0) (/ p? 2 dp) do =
0 1

m pi2 +oo
= / (cos 6 + sen ) { ] do =
0 3—2a],
1

:2a—3

/ (cos@ + send) df =
0

2
200 — 3

=553 [sen§ — cosf]; =

2. A={(z,y,2) eR¥|0< 2> +¢y* <1, 2> 1}

flz,y, 2) =222 +4*)° V(r,y,2) €A (0,fER, a<—1<p)

Aplicaremos el cambio de variable a coordenadas cilindricas. Para ello, en
primer obtener el conjunto E siguiente:

E={(p,0,z) e R* x]—m, [ xR | (pcosh, psenb,z) € A}
={(p.0,2) eERT x]-m,7[xR |[0<p<1, z2>1}
=10,1[ x |—m, 7] x |1, +o0]

Definimos por tanto la funcién ¢ : £ — R? como:

9(p,0.2) = pf(pcosh, psend, z) = z*p***!
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Por el Teorema de Cambio de Variable para funciones medibles positivas, junto
con el Teorema de Tonelli, tenemos que:

T 1 +o00
_ — a 26+1 _
Jo= L= [ (o) ao) o
s 1 “+o00
_ 26+1 a _
(o) (e an) ()
1 a o0
:27T{p2ﬁ+2‘| |:Z+1}+ _
26+2|, la+1],
27 - r T
28+2 a+1  (B+D(a+1)

Por tanto, como la integral es finita, f € £,(A) y su valor es el calculado.

3. A={(x,y,2) € RY)’ [2® +y* + 2% > 1}

TYz
(22 4 y% + 22)4

flz,y,2) = V(z,y,2) € A

Aplicaremos el cambio de variable a coordenadas esféricas. Para ello, en primer
lugar obtenemos el conjunto £ siguiente:

= {(r,0,¢) € R* x |—m,w[ x |=7/2,7/o[ | (rcospcos,rcospsent, rsenyp) € A}
={(r,0,9) € R* x |—m,w[ x |-7/2,7fo[ |1 >1, ¢,0 €]0,7/2[}
= J1, +o0[ x ]0,7/2[ x ]0 7“/2[

Definimos por tanto la funcién ¢ : £ — R? como:

r® cos® ¢ cos @ sen O sen ¢

g(r,0,p) =r*cosp- f(rcospcosf,rcospsenl,rsenp) = 2
,

cos® p cos B sen  sen

r3

Veamos que g € £1(F) usando el Teorema de Tonelli:

[oto.otanoe < [ Lavoo= [ ( [ (%) de) o =

/ todr  x? 117 72 -
== — —_—= — —_—— = — OO
P4 2], 8

Por tanto, g € £L1(F), y por el Teorema de Cambio de Variable, tenemos que
f € L4(A). Para calcular la integral, hay dos formas de proceder: Calcular
la integral de forma normal, usando el Teorema de Cambio de Variable y el
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Teorema de Fubini.

/ o / . /’T/z /W/Q </+oo cos? ¢ cos Hgsenesenga dr> i) dp—
A E 0 0 1 r
" /2 T dr
e / cos® psen ¢ do / cos@sent do </ _3> =
0 0 1 T

[ costy 2 _ cos(26) /2 s e
N 4 ], 4], 22|,

1 1+1 1 1
4 \4 4) 2 16

Ejercicio 2.5.2. En cada uno de los siguientes casos, estudiar la integrabilidad de
la funcién f en el conjunto A:

1. A=R?\ {(0,0)}

sen x seny
v

f(%y)zm (z,y) € A

En primer lugar, descomponemos el conjunto A en dos conjuntos disjuntos:

A ={(z,y) eR* | 2* +¢* > 1}

Ay = {(z,y) e R* | 2” + 3> <1} \ {(0,0)}
tenemos que A = A; W Ay. Por tanto, f € L£1(A) si ysolosi f € L£1(A4) y
f € L1(Ay). Estudiemos en primer lugar la integrabilidad de f en A;. Para

ello, aplicaremos el cambio de variable a coordenadas polares. Obtenemos el
conjunto Ej siguiente:

Er={(p,0) e R" x |—m,7[ | (pcosb, psend) € A;}
=1{(p,0) eR" x]-m,7[ |p>1}
=1,00[ X] — 7, 7]
Definimos por tanto la funcién ¢; : £y — R como:

sen(pcosf)sen(psenf)  sen(pcosf)sen(psend)

91(p,0) = pf(pcost, psend) = p- e = e

Por el Teorema de Cambio de Variable, tenemos que f € £1(A4;) si y solo si
g1 € L1(F7). Veamos si g1 € L1(F1):

1 s +o00 d 400 d
191(p, 0)| d(p,0) </ — d(p,0) :/ (/ —f) d6’:27r/ —5 —
En B P —7 1 Y 1 1%

17+
:27r{——} =2 < o0
Pl

Por tanto, g1 € L£1(F1), y por el Teorema de Cambio de Variable, tenemos que
feLi(A).
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Observacion. Es cierto que no es facil que se nos ocurra descomponer A en A;
y As. No obstante, el razonamiento seguido seria el 16gico, y si no se hubiese
descompuesto en ambos conjuntos aqui nos encontrariamos con un problema,
puesto que la funcién x — m% no es integrable en |0, ¢[ para ningin ¢ € R*.
Por esto, tomando ¢ = 1, conseguimos que ahora si sea integrable en A;. Para

As serd necesario un razonamiento mas sutil.

Estudiemos ahora la integrabilidad de f en As. Para ello, aplicamos el cambio
de variable a coordenadas polares. Obtenemos el conjunto Fs siguiente:

Ey={(p,0) e R" x |—m,7[ | (pcosh,psend) € As}
=1{(p,0) eR" x]-m,7[ |p<1}
=10,1] x] — 7, 7|

Definimos por tanto la funcién gs : Fy — R como:

sen(pcos ) sen(psent)  sen(pcosf)sen(psent)

92(p,0) = pf(pcost, psent) = p- e p

Por el Teorema de Cambio de Variable, tenemos que f € L£1(A;) si y solo si
g2 € L1(FEs). Para acotar gy, hacemos uso de la Desigualdad del Valor Medio
para funciones de una variable, de la que deducimos que:

|sen(t) —sen(0)| < |t —0] VieR = |sen(t)| < |t|] VieR

Por tanto, tenemos que:

|92(p, 0)] = Y(p,0) € By

sen(p cos 6) sen(psen 0) |pcosd| - |psend|
P’ s p? S

Por tanto, tenemos que:

192(p,6)] d(p.6) < / L d(p, 0) = A(E2) = A(0,1]) - A(] - m,7) = 27 < 00

E2 E2

Por tanto, go € L1(F5>), y por el Teorema de Cambio de Variable, tenemos que
f e Li(Ay). Como f e Ly(A1)y f e Li(As), tenemos que f € L4(A).

2. A={(r,y,2) R | 2> 2% +y?}

fle,y,2) = (@ + ) cos(ey)e ™ Y(wy,2) € A

Aplicaremos el cambio de variable a coordenadas cilindricas. Para ello, en
primer lugar obtenemos el conjunto E siguiente:

E={(p.0,z) e R* x|—m,7[ xR | (pcost,psend,z) € A}
={(p.0,2) ERT x|-m,7[ xR | z>p*}
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Definimos por tanto la funcién g : E — R? para cada (p,0, 2) € E como:

g(p,0,2) = pf(pcosB, psenf, z) = p*(cos® @ + sen® ) cos(p? cos § sen f)e*

Por el Teorema de Cambio de Variable, tenemos que f € L£1(A) si y solo si
g € L1(E). Para estudiar la integrabilidad de g, veamos si g € £, (F), para lo
cual usaremos el Teorema de Tonelli dos veces:

™ +oo +oo
/ 9(p, 0, 2)] d(p,0,2) < / ple™ d(p,0,2) = / (/ (/ ple* dZ) dp) df =
E E —r \Jo p?
+00 +00 +oo n
= 27r/ ot (/ e ? dz) dp = 27?/ o [—e_z]pfo dp =
0 p? 0

o0 )
= 27r/ pre™ dp
0

Para ver si dicha tltima funcién es integrable, podemos hacer uso del Criterio
de Comparacién con la funcién z — e, integrable en Rf. Como ambas son
continuas, sabemos que son localmente integrables en R} . Tenemos el siguiente
limite: W
lim 25 ’ = lim p4e_p2+p =0
p—+oo e P p——+oo

Por tanto, por el Criterio de Comparacion, como la funcién empleada para
comparar es integrable, tenemos que:

+o0 )
/ pte " dp < 00
0

Por tanto, tenemos que:
+o0 5
/ 9(p,0,2)] d(p.0, z) = 27?/ ple™ dp < oo
E 0

Por tanto, g € £1(F), y por el Teorema de Cambio de Variable, tenemos que
feLi(A).
3. A=1R3
1
(1422 +y? 4 22)"

flx,y,2) = V(z,y,2) € A (a €RT)

Apliquemos el cambio de variable a coordenadas esféricas. Para ello, en primer
lugar obtenemos el conjunto E siguiente:

E={(r,0,¢0) € RT x|—m,x[ x ]=7/2,7/2[ | (rcospcosh,rcospsend,rseny) € A}
=RY x |—7, 7] x |=7/2,7/2]

Definimos por tanto la funcién g : E — R para cada (1,0, ¢) € E como:

72 cos

g(r,0,p) = r*cospf(rcospcosh,rcospsend, rseny) = m
,
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Por el Teorema de Cambio de Variable, tenemos que f € L£1(A) si y solo si
g € L1(F). Para estudiar la integrabilidad de g, usamos el Teorema de Tonelli:

/A F(2yy,2) d(z,y, =) = / o(r,0,0) d(r,0, ) =
E
i /2 T r2cosp
= — d d df =
/_W <// (/ (1+72)° ) 7
/2 T r2cos
%/% </ {2 dr) dp =
7r/2 “+o0 TQ
2 d —d =
T /WCOW i (/ (1+r2)° >
—+00 7,2
:4 —_—
T (/ 2 dr)

Para estudiar la integrabilidad de la ltima integral, como tiene extensién
continua en RY sabemos que serd integrable en [0, 1], luego nos centraremos
en estudiar su integrabilidad en [1, +o00[. Para ello, podemos hacer uso de la
funcién r — 272, Como ambas son continuas, sabemos que son localmente
integrables en [1, +o00[. Tenemos el siguiente limite:

—7"2 2c

, (14+r2)~ , r

lim = lim ——5 =1
r——too r2—2a r—+00 (]_ + 7’2>

Por tanto, por el Criterio de Comparacién, tenemos que | funcién cuya integra-
bilidad queremos estudiar es integrable si y solo si lo es la funcién r — r2=2¢,
Esta ultima sabemos que es integrable en [1,+o00[siy solosi 2—2a < —1 <=
a > 3/2. Por tanto, la funcién f es integrable en A si y solo si a > 3/a.

Ejercicio 2.5.3. Calcular el volumen de la llamada boveda de Viviani:
B={(z,y,2) eR’ | 2z — 1)’ +4y* < 1, 2+ y* +2° < 1, 2 > 0}

Tenemos que B es cerrado y acotado, luego es compacto. Por tanto, B € Msj.
El conjunto B podemos expresarlo como sigue:

B = {(:p,y,z) ER*| (22 -1 +4y° <1, 0< 2 < \/1—:172—y2}
Definimos A = {(z,y) € R?* | (2z — 1)* + 4y* < 1} y la siguiente funcién:

f: A R

—
(xay> — \/1—1‘2—y2

Como A € M, por ser cerrado y f es medible por ser continua, tenemos que
Sg(f) € Ms. Ademds, sabemos que A3(B) = A3(Sg(f)), por lo que:

A3(B) Z/Ax/l — 22 —y? d(z,y)
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Apliquemos el cambio de variable a coordenadas polares. Para ello, en primer
lugar obtenemos el conjunto E de las coordenadas polares de los puntos de A. Si
p € RT, 0 €]—m, x|, se tiene que (pcosh, psend) € A siy solo si:

(pcosB,psenf) € A <= (2pcosf — 1) +4p*sen’f < 1 +—
= 4p?cos?f —4dpcosh+1+4p*sen?d <1 < 4p* —4pcosh <0 —
> p?—pcosh <0 < p(p—cosh) <0 <= p<cosh

Por tanto, el conjunto E es:
E={(p,0) € R" x|=7/2,7/s[ | p < cosb}

Definimos por tanto la funcién g : E — R para cada (p,6) € E como:

9(p,0) = pf(pcosh, psenf) = py/1 — p2cos2f — p2sen? = p\/1 — p?

Usando el Teorema de Cambio de Variable, junto con el Teorema de Tonelli,
tenemos que:

M(B) = [ VT= =P da) = [ VTP dip.0) -
z/m </Ocosepﬂ dp) df =

‘rr/2

1 /2 cos
:_2/ (/ oo /T= dp) df =
0

_71'/2
cos 6
[ fasg e
N L I (I
2 /2 [ 3/2 0 3 —n/2 ( ) 0

"/ 572 1 [ 1. .
:——/ (1 —cos®0) —1d0:——/ |sen 0)? dQ—l——[@]_/:/Q:
3) ., 3

9 [7/? 9 [7/?
:g_g/o sen39d9:%—§/0 (l—coszé)sen9d9:
2 7r/2 71'/2
_T_=z / sen d d@—/ cos’fsenf df | =
3 3\Jo 0
2 . 3977 2 3977
_r_- [—COSQ]O/ZqL co S (S =
3 3 3 1, 3 3 3 1,
2 [ 3(m 3(0
= g —3 _—cos(ﬂ/2)+%(/2>—l—cos(0) — %()} —
o 2 2_37T—4
3 33 9

Ejercicio 2.5.4 (Extraordinaria DGIIM 22-23). Dados o, € R con 0 < o < §3,
probar que el siguiente conjunto es medible y calcular su volumen:

E={(z,y,2) e R | 2* +y* <, 2* +y* +2° < #*}
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Tenemos que E es interseccién de dos cerrados, luego es cerrado y, por tanto,
E € Mj3. Para calcular su volumen, dados (z,y) € R?, calculamos la seccién vertical
siguiente:

Euy={2€R|(x,y,2) eE} ={zeR| 2>+ "+ 2> < B, 2 +y* <a?}

Consideramos el conjunto A = {z € R| 2? + y? < a?}, y tenemos claramente
que E(,,) = 0 para todo (z,y) € R?\ A. Para (z,y) € A, tenemos que:

Eey ={zeR|+y*+2° < B} = [—\/BQ—mQ—yQ,\/BQ—wQ—?J?}

Por tanto, por el Teorema de Tonelli en el caso particular de una funcién carac-
teristica, tenemos que:

A3(FE) = / M (Eay)) d( /2\/52—x2—y d(xz,y) =
—2/ p? —a? —y? d(x,y)

Para resolver esta integral, realizamos un cambio de variable a coordenadas po-
lares. Calculemos F, el conjunto de coordenadas polares de los puntos de A:

E={(p.0) eR" x]—m, 7| |p<a}=]0,a] x]|-m, 7

Por el Teorema de Cambio de Variable, junto con el Teorema de Tonelli, tenemos
que:

E)=2/A\/52—332—y2 d(x,y)=2/Ep\/52—p2 d(p,0) =
=2/W (/ p\/52—p2dp> d9=47r/0 pV B* = p* dp =
2 2321 ¢
:_4_7T 0 o P dp= -2 [%] _
0

= _4% [(/@2 _ p2)3/2]: _ _4?7r [(52 )3/2 53] _4n [53 . 042)3/2]

Ejercicio 2.5.5. Sea Q = {(z,y) e R? | 22 +9*> < 1, 2? + y* < 2z}, y sea la fun-
cién f: 2 — R definida por:

flzy) =z V(z,y) €

Probar que la funcién f es integrable en {2 y calcular su integral.

Observacion. Notemos que este es el apartado 2 del Ejercicio 2.4.2. No obstante,
se incluye aqui para mostrar otra forma de resolverlo, haciendo uso de coordenadas
polares.

Sabemos que {2 es cerrado y acotado, luego es compacto y, por tanto, 2 €
M. Ademads, como f es continua y 2 es compacto, tenemos que f € £4(2). Para
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calcular su integral, haremos uso de coordenadas polares. Para ello, en primer lugar,
obtenemos el conjunto E de las coordenadas polares de los puntos de ).

E={(p.0) eR" x]-ma[ | p<
= {(p.0) R* x|-m,7| | p<

Calculamos ahora las secciones horizontales de E. Fijado 6 € |—m, 7[, tenemos:

E'={peR"|p<1, p<2cos0} =0  sicosf<0<=0¢]|—mn[\] /27
E’=10,1] sil<2cosf <= 0¢c /33
E? =10,2cos 0] si0<2cosb <1 <=0¢€ [ 72,72\ [/3,7/3]

Por tanto, por el Teorema de Cambio de Variable, junto con el Teorema de
Tonelli, tenemos que:

/Qf(l%y) d(z,y) :/E,,2 cos d(p,0) =

—-7/3 2cos 6 /3 1
:/ (/ p* cosf dp) de +/ (/ p? cos 0 dp) do+
—2 \Jo /3 \Jo
/2 2cos 6
+/ (/ p%osedp) do =
/3 0
77r/3 3 2cos 6 7r/3 371 7r/2 3 2cos 6
= / cos f [p_} do —|—/ cos {p_] do +/ cos f [p_} df =
/2 31 /3 31 /3 31

g [ L s g [
—/ cos? 0 d9—|—§/ cos d@—l——/ cos? 0 db =

3 /2 -7/3 3
1 7r/2 2 7r/3
:?6 cos49d6’+§/ cosf df =
/3 0
16 [7* 2 s 160 [T 3
== cos* 0 d9+—[sen0]0/3: — cos* 0 d9—i—£
3 Jass 3 3 S 3

La resolucion de la integral restante no es del todo sencilla, ya que requiere una
buena idea. No obstante, al ser frecuente es didéactico resolverla. Tenemos que:

cos(0) = ((:052(0))2 = (H#S(%)) = % + % cos(20) + %COSQ(QQ) =

1 1 11 46 1 1 1 1
=1 + 5 cos(20) + ZH+<) =1 + B cos(20) + 3 + ] cos(40)

Por tanto, tenemos que:

/ " 10 do / e i1 (26) + 1,1 (40) ) do
COS = — — COS - — COS =
/3 7.-/3 4 2 8 8

0 1 0 1 "
= L_l + 2 sen(20) + 3 + 3 Sen(49)} . =

T T T \/§+\/§ T 7\/§

T
816 12 24 8 ' 64 16 64
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Por tanto, tenemos que:

16 7 V3 16 (7 T3\ V3 1 V3

Ejercicio 2.5.6 (Parcial DGIIM 23-24). Sea el conjunto A y la funcién g : A — R
definidos por:

A:{(x,y,z)€R3]x>O, y >0, :U2+y2+22>1}

/2 2
Y V(x,y,2) € A

2P+ 22)3

g(x7y7z) = (

Probar que la funcién g es integrable en A y calcular su integral.
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